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PREFACIO 


El curso conjunto de álgebra lineal y de geometria analítica se 
enscña a los estudiantes de la Facultad de Malemáticas de Cálculo 
y Cibornética de la Universidad Lomonósov de Moscú durante los dos 
primoros somestres. El profesor que imparte esta disciplina con- 
fronta grandes dificultades. Para aclararlos hagamos algunas com- 
paraciones con programas de cursos análogos de la Facultad de Ma. 
temáticas y Mecánica de la Universidad. 

El programa de la Facultad de Matemáticas de Cálculo está 
constituido por una parte considerable del curso de goometría anali- 
tica que se estudia en la Facultad de Matemáticas y Mecánica de la 
Universidad (excluyendo solamente la clasificación afín de las lí- 
neas y superficies de segundo orden, así como de los elementos de 
la geometría proyectiva) y por un curso completo de álgebra lineal. 
Esto último trata las cuestiones que en la Facultad de Matemáticas 
y Mecánica generalmente se omiten, tales como, por ejemplo, los 
números singulares del operador, las pseudosoluciones de sistemas 
de ccuaciones lineales, ete. La especificidad de la facultad de CNC 
obliga al profesor a llamar la atención de los estudiantes sobre la 
inestabilidad de la mayoría de las nociones del álgebra lineal clásica 
(dependencia lineal, degeneración, estructura de Jordan. etc.) y de 
sus mélodos, así como indicar las vías quo conducon a la solución 
estable de los problemas de álgebra. La realización de este programa 
exige introducir en el curso elementos de la teoría de espacios linea- 
ies normalizados para obtener en adelante resultados métricos con- 
ceotos: estimación de las perturbaciones de la solución de un sistema 
do ecuaciones, valores propios de una matriz, etc. Y todo esto debe 
ser realizado en ua tiempo considerablemonte más corto que en caso 
de las cursos del álgebra y la geometría que se dictan en las faculta- 
des de Matemáticas y, además, no ha de perderse el nivel de riguto- 
sidad matemática. 

Es evidente que sin una modificación sustancial del curso tradi- 
cional no resulta posible conseguirlo. El Álgebra lineal de V. Voovo- 
din (Editorial Mir, 1986) emprendió un intento precisamente en este 
sentido. Esta obra refleja la experiencia del autor que impartió 
conferencias en la facultad de Matemáticas de Cálculo y Cibernética 
durante mnchos años 


Indiqnemos algunas particularidades del curso de Voevodin que 
permiten reducir el tiempo del conferenciante. 

La noción del espacio lineal suficientemente preparada por cl 
álgebra vectorial se ofrece al comienzo del curso. Esto elimina el 
paralelismo tradicional, en cuyo caso la teoría del espacio lineal se 
enseña prácticamente tres veces: primero, en la geometría analítica 
aplicada a conjuntos de vectores geométricos, luego еп la descrip- 
ción de la estructura del conjunto de soluciones de un sistema de 
ecuaciones algebraicas lineales en un espacio aritmético y por fin 
en el caso genor: 

En los capítulos posteriores la exposición de la geometría y 
álgebra también está dada simultáneamente; además, cada nueva 
noción geométrica argumenta una generalización n-dimensional 
Así, por ejemplo, el producto escalar de vectores geométricos sirve 
de base para la introducción de los espacios euclídeos y unitari 
la fórmula que permite calcular el volumen del paralelepípedo trid 
mensional impulsa la construcción de la teoría de volúmenes n-d 
mensionales, de donde se deduce igualmente la teoría dol determi- 
nante considerado como el volumen de un paralelepípedo orientado 
en el espacio aritmético; las rectas y los planos de un espacio tridi- 
mensional son el motivo que permite introducir la noción de plano 
ex un espacio lineal arbitrario; el problema geométrico do la inter- 
sección de hiperplanos facilita revelar la construcción del conjunto de 
soluciones de un sistema de ecuaciones lineales. También existen 
ejemplos de género distinto cuando los resultados geométricos se 
deducen como simples corolarios de los teoremas algebraicos gene- 
rales; así ocurre, por ejemplo, en el caso de la clasificación cartesia- 
na de líneas y superficies de 2° orden. 

La modificación del curso de conferencias motivó también nna 
reconstrucción considerable de los seminarios. Resulta que nno de 
los manuales de problemas de álgebra lineal que se utilizan en 1а 
URSS—D. Faddéiev, I. Sominski Problemas de álgebra superior 
(Editorial Mir, Moscú, 1980)—, puede aplicarse en forma muy limi- 
iada, pues supone quo al resolver los problemas de espacios lineales y 
cuclídeos 105 estudiantes disponen de las nociones del álgobra matri- 
cial y de sistemas de ecuaciones lineales. Esta condición, según he- 
mos señalado más arriba, no se cumple en el presente libro. Además, 
hacían falta problemas para los temas no tradicionales del curso. 
A todo esto se debe Ja colección de problemas de álgebra lineal que 
proponemos y que se adjunta al curso de V. Voevodin. 

La estructura de este manual se atiene estrictamente а la йо la 
obra de V. Voevodin. Algunos cambios insignificantes vienen deter- 
minados por Jas particularidades del proceso docente. Así, el pá- 
rrafo dedicado a los espacios métricos fue incluido en el capítulo 8, 
por cuanto el tema correspondiente del curso de conferencias se en- 
seña al final del primer semestre y no queda tiempo para econsolidara 
er las clases los conocimientos adquiridos. 

La sucesión de temas seleccionados en el сизо de У. Voevodin 


стеб ciortos problemas para el autor de este libro. Por ejemplo, para 
resolver Jos problemas de cálculo de los dos primeros capítulos es 
imposible recurrir al aparato matricial y utilizar la mayor parte 
de los resultados referentes a sistemas de ecuaciones lineales. Pero 
¿qué método se puede utilizar en esto caso? Resulta que para resol- 
ver los problemas de cálculo típicos para los espacios cuclídeo y 
пса] es suficiente combinar las transformaciones elementales de sis- 
temas de vectores con el método de Gauss como una comprobación 
de la compatibilidad, la definición y la búsqueda de la solución 
cualquiera de un sistema de ecuaciones lineales (para obtener más 
detalles sobre esto véanse los $ 1.0 y 2.0). De acuerdo con ello, en 
la obra de У. Voovodin*el método de Gauss está descrito en el ca 
tulo 2, precisamente cuando éste se hace necesario en las clases рг 
ticas. Los problemas que utilizan todas las soluciones do un sistema 
de ecuaciones lineales están dados en el libro solamente a partir del 
capítulo 4. Notemos que el principio aplicado aquí es el mismo que 
en Ja obra do А. Kúrosh «Curso del álgebra superior» (Editorial Mir, 
Moscú, 1987) que comienza describiendo el método de eliminación 
sucesiva de incógnitas. 

El lector verá que los primeros seis capítulos de este manual y 
algunos párrafos del capítulo 7 están dedicados a temas bien tradicio- 
nales. Pero también aquí, ateniéndose al carácter específico de la 
Facultad de Matemáticas de Cálculo, el avtor trata de subrayar los 
aspectos de cálculo de las cuestiones examinadas. Por eso. en el 
$ 3,4 se presta gran atención a las numerosas cuestiones que Surgen 
como consecuencia de la realización numérica del método de Gan: 
Por esta razón, en una serie de casos los algoritmos de cálculo, util 
zados eficazmente en la práctica, son presentados en forma de su- 
cesión de problemas. 

Una condición exigida de todo libro de problemas consiste en que 
éste contenga un número suficiente de problemas útiles y substancio- 
sos para los trabajos en las lecciones prácticas, deberes de casa! tra- 
bajos de control y pruebas. El autor tiene la esperanza de; que esta 
condición baya sido cumplida. Al mismo tiempo, él concebía su 
tarea de una manera más amplia, pretendiendo ofrecer a los estu- 
diantos mejor preparados material para el trabajo autodidacta y en 
algunos casos aproximarlos a los problemas actuales del Sigebra de 
cálculo. Así, en el libro fue incluida la hipótesis de Wilkinson sobre 
la rapidez de crecimiento de los elementos en el método de Gauss 
($ 3.4), la descripción del algoritmo de Strassen para la multiplica- 
ción rápida de matrices ($ 5.4), los resultados de Wilkinson sobre 
las valores propios ma) condicionados ($ 8.4), еіс. 

Unas notas más sobre la utilización de este manual. El número 
de cada problema contiene tres cifras: la primera indica el capítulo, 
Ја segunda, el párrafo, y а tercera, el problema. De manera análoga 
se numeran las fórmulas, a las que en adelante pueden hacerse refe- 
rencias. En esto caso, la numeración de Jas fórmulas es independiente 
de la de los problemas 


si- 


Para mayor comodidad cada capítulo tiene párrafo «cero» que 
define las nociones y, en algunos casos, los métodos utilizados en el 
capítulo. Algunos términos so definen оп los problemas. Para facili- 
tar al lector la búsqueda de sla fuente» de tal o cual término, al final 
del libro hay un fndico de materias. 

Ciertos problemas están marcados con asteriscos рага llamar la 
atención. Un los problemas de demostración el asterisco significa 
que se formula algo importante (cualquiera que sea la complejidad 
йа la demostración) o bien que son necesarios ciertos razonamientos 
no ordinarios. Un problema de cálculo marcado con asterisco admito 
una solución no ordinaria que exige, en el caso tipico, que so apli- 
que una afirmación teórica. Para numerosos problemas marcados con 
asteriscos se dan indicaciones o la solución completa; en todo casn la 
clavo para su resolución se halla on este manual o en Ja obra de 
V. Voevodi 

Al mismo tiempo se dan indicaciones о la resolución de numero- 
sos problemas sin asteriscos, con el fin de mostrar el procedimiento 
más racional (desde el punto de vista del autor) para la solnción de 
estos problemas. Hay que añadir que por regla general los problemas 
se agrupan de manera natural; en cada uno de estos grupos el pro- 
blema principal llova un asterisco, mientras que los demás son sus 
corolarios. Por eso, la ubicación misma dol problema también con- 
tiene información acerca de éste. 


J. Tkrómov 


Capítulo 4 


ESPACIOS LINEALES 


$ 1.0. Terminología y generalidades 


Llámase espacio lineal sobre el cuerpo numérico Р a un conjunto 
Y, si: 

A. Para los elementos de este conjunto viene definida la adición, 
respecto a la cual Yes un grupo conmutativo (abelíano). Esto significa 
que se enmplen las propiedades siguientes: 

1. La adición es conmutativa: z + y =y + z. 

2. La adición es asociativa: (z + у) +2 =z + (y +2). 

3. En V existe un elemento nulo 0 (y uno solo) que verifica la 
condición: z +0 = т para todo z de Y. 

A. Para todo elemento z de V existe un elemento opuesto —z (y 
ima solo) tal que z + (—2) = 0. 

B. Para todos los elementos de V está definida la multiplicación 
por un múmero del campo Р. Para cualesquiera elementos z, y de V 
у números æ, В de P deben ser cumplidas las propiedades siguientes: 


1. a(t +y) = az + ay. 
2. (a + бух = az + fr. 
3. (ар) z = а (Br). 

á. iz =z. 


Los elementos de un espacio lineal generalmente se llaman vecto- 
res y el espacio mismo se llama también espacio vectorial. 

Si Р es un campo de números reales o complojos, ol espacio lineal 
(vectorial) sobre Р se Пата real o complejo, respectivamente. 

En este libro, excluyondo algunos problemas del capítulo 1 se 
estudian solamente los espacios reales y complejos 

En un caso particular ol espacio V puede constar de un solo ele- 
menlo (véase el problema 1.1.1). Un tal espacio lineal so Пата nulo 
(o trivial) y en adelante lo notaremos O. El número do olementos de 
todos los demás espacios reales o complejos es infinito. 

Dicen que el vector y 


э = аш + ast Б... саль 


es una combinación lineal de los vectores ту, Za, . - ., xa о que ésto 
se expresa linealmente por estos vectores. El conjunto de todas las 
combinaciones lineales de un sistema fijo de vectores zp, .-., za 
se Пата cápsula lineal de este sistema y se nota J, (z,, -.., лу). 


Un sistema de vectores xy, + . .. ту зе llama sistema lincalmente 
dependiente si por lo menos uno de los vectores z; se expresa lineal- 
mente por otros vectores del sistema, y linealmente independiente en 
el caso contrario. A esta definición es equivalente la definición si- 
guiente: un sistema de vectores 21, ..., ту es linealmente depen- 
diente si existen números аң, .. ., у, entre los cuales por lo menos 
mno difiere de cero, tales que 


та +... + =0, 


y linealmente independiente si esta igualdad es posible cuando todos 
Jos números a; son nulos. 

En particular, la dependencia lineal de un sistema de dos vecto- 
res z, y significa que bien y = ax, bien z = Ву. Semejantos vecto- 
res т e y se Патап colineales. 

Tiene lugar el siguiente teorema fundamental de la dependencia 
lineal: si cada uno de los vectores de un sistema linealmente inde- 
pendiente yy, .. -, уг se expresa linealmente por el sistema zy, - 

Үз лу, entonces |< k. 

Él sistema linoalmente independiente de vectores ey, ..., ep. 
por el cual se expresa linealmente cualquier vector del espacio Y, 
se Паша Бозе de este espacio. Un espacio lineal se llama espacio de 
dimensión finita si éste posee una base, y de dimensión infinita en cl 
caso contrario. 

A partir del $ 1.4 examinamos solamente los espacios lineales de 
dimensiones finitas. 

Todas las bases de un espacio de dimensión finita V están com- 
puestas de un mismo número л de vectores; el número п so Паша 
dimensión del espacio V y se nota dim У. El espacio V mismo se Па- 
ша en este caso espacio de dimensión л. Por definición dim O = 0 

Los coeficientes ол, .. ., а, de la descomposición del vector z 
según la base ез, - 


r Emb 


х= а + + ве, 


se llaman coordenadas del vector т. 

Dos espacios lineales dados sobre un mismo cuerpo se Патап 
espacios isomorfos si entre sus vectores está establecida una corres- 
pondencia biunívoca; además, la imagen de la suma de dos vectores 
es la suma de sus imágenes y la imagen del producto de un vector 
por un número es el producto de la imagen de este vector por el 
mismo número. La condición necesaria y suficiente de wna corres- 
pondencia isomorfa entre dos espacios lineales es la coincidencia de 
sus dimensiones. 

Un subconjunto L de un espacio lineal Y se llama subespacio li- 
neal de este espacio si respecto a las operaciones introducidas en Y 
éste mismo constituye un espacio lineal 

Si L, у L; son subespacios lineales de У, el conjunto de vectores 
pertenecientes tanto а L, como а L, se Паша intersección de estos 
subespacios y se nota Z, f Ly. Llámase suma de los subespacios L, 


2 


y La al conjunto de todas las sumas =, + za, donde z € Ly, z3 € La. 
La suma de subespacios se nota L, + Ly. Si рага cada vector z do 
1, = L, + L, la ropresontación 

2=2% +22 261, 2.61. 
es única, L se Пата suma directa de los subespacios Ly y La y se 
nota Ly + Ly. 

La mayoria de los problemas de cálculo aducidos en este libro 
está asociada a dos espacios lineales concretos. He aquí una descrip- 
ción más dotallada de estos últimos. 

1. Espacio aritmético n-dimensional. Son elementos de seme- 
¡anto espacio las colecciones ordenadas do л números reales o comple- 
jos cada una, llamadas vectores n-dimensionales. Conforme a esto зе 
trata dol espacio aritmético real o complejo, notándolos А, y Cn- 
Si los vectores n-dimensionales so escriben en la forma 


з 4), у = (Br Bar ++ Bad 
las operaciones sobre estos vectores se definen por las igualdades 


® + у = (а + Bn а + Bas -r а + Bm), 
Az = (Ayr Аш, -o y Аю). 


+ = (05; вн 


Entre las bases de un espacio aritmético hay una privilegiada 
por la naturaleza misma de este espacio. Esta base, compuesta de 
vectores unitarios 

а=@,0,0,..., 0), 
с, =(0,4,0,.... 0, 
A dee (1.0.4) 
en =(0,0,0,.... 1, 


se llama base natural de un espacio aritmético. Su carácter «privile- 
giado» consiste en el hecho de que en esta base no hace falta calcular 
las coordenadas del vector z = (m, оз, - - -, а„), puesto que los 
TÚMETOS о, 04, > «a @„ SON estas mismas. 
2. Espacio de polinomios de grado< л. El polinomio de grado k 
Қ) = оона... ам, адо (1.0.2) 
so entiende como un objetivo perfectamente definido por una colec- 
ción ordenada de coeficientes ау, a, . . ., ах y la igualdad de dos po- 
linomios, como la coincidencia de sus coeficientes de un mismo їп- 
dice. En este caso los coeficientes de un polinomio pueden ser nú- 
meros reales o complejos; en los problemas se considera, general- 
mente, el primer caso y en esta obra el espacio de polinomios de 
grado <n que tienen coeficientes reales se nota M,. Los números 
mismos, sean reales o complejos, se consideran como polinomios de 
grado nulo, a excepción del número cero, cuyo grado no se define. 


з 


En el espacio de polinomios esto número desempeña е] papel de ele- 
mento nulo. Las operaciones sobre polinomios хо reducen a apera- 
ciones análogas sobre sus coeficientes. 

El polinomio (1.0.2) puede ser considerado también como una 
función de variable £, real o compleja. Sin embargo, la definici 
de la igualdad de dos funciones difiere de la definición «algebraican 
бо la igualdad de polinomios, adoptada anteriormente, a saber: Jas 
funciones se consideran iguales, si sus valores son iguales, enales- 
quiera que sean los valores de la variable. Es evidente que dos po- 
linomios ignales en el sentido de la definición «algebraica» lo serán 
también como funciones de £. Sin embargo, la reciprocidad se esta- 
blece al final del capítulo 4. Por eso en los primeros cuatro capítulos 
Ja expresión f (e) debe ser interpretada como una notación abreviada 
del número а, + ас + as? +... + ayer; la igualdad /(с) = d, 
como wna notación abreviada de la condición impuesta sobre Jos 
coeficientes de polinomios examinados; f (—1), como una notación 
abreviada del polinomio ay — а! + a,i? +... + (—1)%ам”; la 
igualdad f (f) = f (—£) como una notación abreviada de las condi- 
ciones ар = 0, аз = 0, ..., etc. 

Los problemas de cálculo planteados рага el espacio aritmético 
son típicos para el presente capítulo: 

1. Determinar, si ol sistema de vectores dado es linealmente de- 
pendiente o linealmente independiente. 

2. Hallar el número máximo de vectores linealmente indepen- 
dientes del sistema dado, que se llama rango del sistema. 

3. Establecer, si el vector z se expresa por el sistema de vectores 
Yis - =» Ук Y, On el caso afirmativo, calcular los cocficiontes de la 
descomposición 


ж = ау +... Hoya 
Para resolver los problemas 1 y 2 зо aplica el «método de Irans- 
Jormaciones elementales» (véase 1.2.17, 1.2.18). Esto método consiste 
оп reducir el sistema dado, sin cambiar el rango, а un sistema de 
vectores cuya independoncia lineal o cuyo rango son evidentes. 

El probloma 3 supone únicamente la resolución de un sistema de 
ecuaciones lineales con ayuda del método de Gauss o el método de eli- 
minación sucesiva de incógnitas. A este efecto, sin cambiar el conjunto 
de soluciones del sistema, este último se reduce a la forma más sim- 
ple. Teniendo en cuenta las múltiples aplicaciones del método do 
Gauss, en los capítulos que siguen vamos a describirlo más detalla- 
damente. 

Sea dado el sistema de ecuaciones lineales 


айз, Haiza + aiz + -H aiza = bi, 
айг, afir абз... Баба, =b 
а, afat 9+. 


(1.0.3) 


айт, + ад, Hamza +- . абда, = И. 


npongamos que a +0. Siempre se puede obtenerlo, si entro los 
coeficientes а) hay diferentes de eero, permutando, en caso de necesi- 
dad, las ecuaciones del sistema y/o cambiando la numeración de 
incógnitas. Restemos ahora de los dos miembros de la segunda ecua- 
ción los respectivos miembros de la primera, multiplicados previa- 
mento por a'a, luego de los dos miembros de la tercera ecuación, 
los respectivos miembros de la primera, multiplicados por 09/09, 
vle. Como resultado llegaremos a un sistema de la forma siguiente; 


eta am 
O, И”, 

Я 
аа a, 


а + азу. абл, bh 


=at}, р 3...0. ту М” = Ы); los otros elementos va- 
fórmulas 


a 
aD, Pm O (олу 


i, 12> 2. El primer paso del método de Ganss está acabado. El cocfi- 
ciente a se Пата elemento rector del primer paso. 

Supongamos ahora que entre los coeficientes af, i, ¿> 2 hay di- 
forentes de cero y, en particular, at? 0. Restemos de los dos 
miembros de la tercera ecuación y de las que Je siguen los dos miem- 
bros de Ja segunda, multiplicados, respectivamente, por los nú- 
meros 


En este caso obtenemos el sistema 
att ha =), 
azt 0254... ат, 0, 
а92,+... Фат, 0р, 


а.а, = Э, 


Fl conficiente азу se Пата coeficiente rector del segundo paso 
Continuando así, finalmente, el sistema se reducirá a la forma 


15 


ar ntar ааа а z aN а = 
=”, 


a 00, 


0-х,+...+0-х„= С”. 
(1.0.5) 


Aquí а 7560, RO, oa, a 0, 4679560. 


Si entre los números 50717), 09-9 hay números no iguales 


a cero, es evidente que el sistema (1.0.5) no tiene soluciones o, como 
dicen, сз incompatible. Por consiguiente, ol sistema equivalente 
(1.0.3) es también incompatible. La incompatibilidad del sistema 
Podrá ser descubierta antes, si después de la eliminación sucesiva se 
obtiene la ecuación 

Ox 02... HOr = 0, 650 


о si la contiene el sistema inicial. Claro está que al obtener una tal 
<cuación dejamos de seguir el proceso. 

Si БЕД! =... е 0070 = 0, el sistema (1.0.5) es compatible y 
para hallar sus soluciones es suficiente analizar las primeras r ecua- 
ciones. En el caso cuando r == n estas л ecuaciones forman un sis- 
tema triangular 


а Pz Hal zd- E 
Anar ta, 


Un tal sistema posee una única solución: la última ecuación da el 
valor unfvoco de гь y colocándolo en la penúltima ecuación se ob- 
tiene unívocamento Za, etc. Un sistema de ecuaciones lineales que 
posee una única solución se llama determinado. Do este modo, si ol 
sistema (1.0.3) puede ser reducido a la forma triangular, éste es de- 
terminado. Este caso siempre tiene lugar, si se busca la descomposi- 
ción del vector según la baso del espacio. 

Para г < л las primeras г ecuaciones йө (1.0.5) constituyen un 
sistema de forma trapezoidal que tiene una infinidad de soluciones. 
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Dando a las incógnitas no principales тууу, -- -, za valores numé- 
ricos arbitrarios hallamos por el método de Gauss valores bien de- 
terminados de las incógnitas zy,.... z, Este mólodo permite 
hallar todas las soluciones dol sistema (1.0.5) y, por consiguiente, 
del sistema (1.0.3). Un sistema do ecuaciones lineales que posee un nú 
mero infinito de soluciones se llama indeterminado. Entonces, la 
larma trapezoidal de un sistema final del método de Gauss testi- 
monia el carácter indeterminado del sistema inicial (1.0.3). Así 
será, por ejemplo, si se busca la descomposición del vector z res- 
pecto al sistema linealmente dependiente yy, - - ., ya bajo la condi- 
ción йо que z portenece а Г (уз. - -s Ya). 

Notemos para concluir que todas las transformaciones del méto- 
do de Ganss pueden ser realizadas sobre los elementos de una matriz 
ampliada compuesta de coeficientes del sistema (1.0.3): 


A м” 
EN 


IA 


Para pasar a las matrices sucesivas Ay, Az, - . -, A,-, se aplican las 
fórmulas de tipo (1.0.4). El método de transformaciones elementa- 
les que recomendamos ntilizar para resolver los problemas 1 y 2 
то es sino una aplicación del método de Gauss a una matriz com- 
puesta de vectores del sistema dado. 


$ 1.1. Defi 


бю del espacio lineal 


Presentación de los problemas del párrafo. En esto párralo damos una, sorie 
de ejemplos de espacios lineales, así como do conjuntos que no son espacios li- 
sales. Tratamos igualmente (problemas 1.1.17, 1.4.18) la axiomática del espa- 
cio lineal. 


1.1.1. El conjunto V, está compuesto de un solo elemento 0. 
Las operaciones en V, están definidas del modo siguiento: 

a) 0 + 0 = 0; 

b) АӨ = 8 para todo número А del cuerpo P. Verificar que V, 
es mn espacio lineal sobre P. 

Para cada uno de los conjuntos siguientes de vectores de un 
plano se pide determinar, si este conjunto es un espacio lineal res- 
pecto a las operaciones usuales de adición de vectores y de multipli- 
cación de un vector por vn número. Si la respuesta es negaliva, 
mostrar cuáles propiedades del espacio lineal no están cumplidas. 
Se supone que el origen do cada vector está en un punto fijo O del 
plano; esto punto es sl origen de un sistema de coordenadas roctan- 
gularos. 

1.1.2. Todos los veclores cuyos extremos pertenecen а la recta 
dada. 


ato т 


1.1.3. Todos los vectores cuyos extremos están situados: a) en 
el primer cuadrante del sistema de coordenadas; b) en el primero n 
el tercer cuadrante; с) en el primero o el segundo cuadrante. 

4.1.4. Todos los vectores que forman con el vector no nulo dado 
а un ángulo p 0< p< a. 

1.1.5. Mostrar que: a) el conjunto de números reales puede ser 
considerado como un espacio lineal racional; b) el conjunto de mú- 
meros complejos puede ser considerado como un espacio lineal real; 
с) en general, todo cuerpo Р puede ser considerado como un espacio 
lineal sobre el cuerpo Ру, que es un subcuerpo de Р. 

1.1.6. En el conjunto R* de números reales positivos están 
definidas las operaciones siguiente: 

а) «айїсїби» z O y = ту (ез decir, la multiplicación usual de los 
números г о у); 

b) multiplicación рог un número real» а эз = z% (es decir, da 
elevación del número z a la potencia а). 

Vorilicar si el conjunto RR* соп las operaciones indicadas es nn 
espacio lineal. “ 

1.1.7. Sea Л, el conjunto de todos los pares ordenados do nú 
meros reales т = (о, аз) con operaciones: 

a) si z = (т, а) e y = (В, Ba), entonces т-у = (о + Ва. 
a+ Bo; ES 

b) para todo número real А, Az = (Мо, œ). ¿Será Йу un espacio 
lineal real? 

1.1.8. Cambiar en el problema precedente la definición do la 
multiplicación por un número: si т = (ау, a), entonces Az = (Aa. 
Ха). La pregunta es la misma. 

1.1.9. Sea Px el conjunto de todas las colecciones ordenadas de К 
elementos del cuerpo P: z = (а, са... ., а). Las operaciones en 
Р, están definidas por las reglas: 

a) si х = (а, an .... о) е y=(B В... .., Pa), entonces 
z +y = (а, 4- В. а, d Pos >, n E Ва): 

b) para todo A del cuerpo Р 

dz = ба, аы ..., аң). 
Comprobar que Р» es un espacio lineal sobre el cuerpo Р. 

1.1.10. Sea Z® el campo de dos elementos 0 y 1, donde las 

operaciones están dadas por Jas tablas siguientes: 


a) adición b) multiplicación 
01 01 
оо[1 oj ofo 


1] 1[o ПЕПЕ 
Construir el espacio lineal Zi” (véase el problema 1.1.9). Mostrar 
que para cualquier vector z de ZP z +z = 0. Hallar el número 
de vectores en ZĘ. 
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4.4.11. Sea s el conjunto de sucesiones infinitas de números rea- 


les z = (а, as ++ o > .). En s están introducidas las opera- 
ciones: 
а) Si у = (an an -s o de y = (Bo Bas -o Bas ) 


entonces т + y = (а, В. aa Ва a F Bas ©» Ni 
b) para todo А. real 


йг = (е, Atas o- ar Mns | 


¿Será s un espacio lineal real? 

4.1.12. Sea Р el conjunto de todas las sucesiones infinitas do 
números reales cuyos elementos satisfacen la relación ж = ал, ++ 
+ ar-a k = 3, 4, ... . Las operaciones sobre las sucesiones están 
definidas del mismo modo que en el problema 1.1.11. ¿Es F un es- 
pacio lineal? 

Para cada uno de los conjuntos sucesivos de polinomios de una 
variable con coeficientes reales se pdo verificar, si este conjunto ез 
un espacio lineal respecto a las operaciones ordinarias de adición 
de polinomios y de multiplicación de un polinomio por un número. 

1.7.13. El conjunto de polinomios de todos los grados comple- 
{айо por cero. 

1.1.14. El conjunto de lodos los polinomios de grado <n com- 
plotado por cero. 

1.1.15. El conjunto de todos los polinomios de grado п dado. 

1:1:16. El conjunto de todos los polinomios / (£) que satistacen 
a las condiciones: 

a) f (0) = 1; 

b) / (0) = 0; 

с) 2f (0) — 3f (1) = 

d) f) 70) +... + f (k) =0. 

1:1.17*. Dar un ejemplo de un conjunto М tal que ésto verifi- 
que todos los axiomas del espacio lineal excepto el axioma 1-2 = z 
para cualquier z de M. ¿Cuál es la importancia de este axioma en la 
definición del espacio lineal? 

1.1.18*, Demostrar que la conmutatividad de la adición de 
vectores se deduco de los demás axiomas del espacio lineal 


$ 1.2. Dependencia lincal 


Presentación de los problemas del párrafo. Además"de los problowas rela- 
cionadas con la noción de dependencia lineal damos en este párralo el cálculo 
que permito decidir, si un sistema concreto da vectores de un espacio aritmético 
es linealmente dependiente o independiente. Estojprocedimiento consiste оп rea- 
lizar transformaciones elementales del sistema. 


1.2.1. Demostrar que un sistema de vectores que conlione un 
vector nulo es linealmente dependiente. 

1.2.2. Demostrar que un sistema de vectores cuyos dos vectoros 
se diferencian рог un factor escalar es linealmente dependiente. 
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1.2.3. Demostrar que si un sistema de vectores posee un snbsis- 
(ота linealmente dependiente, todo el sistema también es lineal- 
monte dopendiento. 

1.2.4. Demostrar que en un sistema do veclores linealmente inde- 
pendiente todo subsistema también es linealmento independiente 

1.2.5. Sean ol sistema de vectores zy, .. ., zm linealmente inde- 
pondiente y el sistema zı, ..., Zm y lincalmonte dependiente. 
Demostrar que el vector y se expresa linealmente por los vectores 
Ep 0 Zm 

1.2.6. Mostrar que en cl problema precedente la descomposición 
del vector y según el sistema zı, - . ., Im ез única. 

1.2.7. Supongamos ahora que la descomposición del vector y 
según cierto sistoma дү, . . .. Zm €S única. Domostrar que ol siste- 
ma Zp ..., Zm ез linealmente independiente. 

Sea el vector y expresado linealmente por el sistema 
-, Zm linealmente dependiente. Mostrar que en este sistema 
y posee un número infinito de descomposiciones distintas. 

1.2.9, Sea z, y, 2 un sistema de vectores linealmente indepen- 
diento. ¿Során los sistemas de vectores 

adzy rty Hz 

b) zty, y +z, 2425 

e) z—y y—z iz 
linealmonto independientes? 

1.2.10. Mostrar que cualesquiera que sean los vectores r, 
y los números a, В, y el sistema de vectores az — Ву, yy — az, Bz — 
— yz es linoalmento dependiente- 

4.2.11. Sean г, s, v distintos números reales. ¿Será el sistema de 
polinomios 


t= s) (nl, (0—58) (0—0) 


linealmente dependiente? 
1.2.12. Hallar la combinación lineal За, — 2z, + Tz, de vecto- 
res del espacio aritmético Ra 


ж = (3, 1, —7, 4), 
za = (1, 5, 0, 6), 
жа = (—1, 1, 3, 0). 


Discutir el resultado obtonido. ¿Qué se puede decir sobre el sistema 
de vectores ту, za, л? 

1.2.13. Está dado el sistema de polinomios /, () =1—*, 
hO =1 +, fa () = t — P, fa () = 1 +t +e 0. Hallar las 
combinaciones lineales de polinomios de este sistema: 

a) Sfi + fa — ifai 

b) fa + 97, — áfa- 

Discutir los resultados obtenidos. ¿Qué so puede decir sobre ol sis- 


tema de polinomios dado? 


w 


1.2.14. Hallar otras descomposiciones del polinomio obtenido 
en el problema 1.2.13, respecto al sistema f(t), /(0, fa (6), (0. 
1.2.15. Demostrar la dependencia lineal del sistema de vectores 
de forma etrapezoidals del espacio Pa (véase el problema 1.1.9): 


e rre ба), 
Gat Gatte ФА), 
Os, tan + eer бза), 


n= (0, 


+ Gra). 
Aquí аа, par: Co уы. + + Zret Som elementos del cuerpo P, dife- 
rentes de coro. Por lo menos uno de los elementos ац, >- A 


tampoco es nulo. 

1.2.16. Demostrar que en un espacio de polinomios todo sistema 
final compuesto de polinomios de diferentes grados que no contiene 
cero, es linealmente independiente. 

1.2.17. Demostrar que Ja dependencia lineal o la independencia 
lineal de un sistema de vectores no se viola por las transformaciones 
siguientes del sistema, llamadas transformaciones elementales: a) per- 
mutación de dos vectores del sistema; b) multiplicación de un vector 
del sistema por un número no nulo; с) adición a un vector del siste- 
ma de un otro vector multiplicado por un número arbitrario. 

1.2.18. Demostrar que un sistema de vectores arbitrario do un 
espacio aritmético puede ser reducido por transformaciones elementa- 
les a un sistema de vectores del tipo dado en el problema 1.2.15, 
completado, quizás, por varios vectores iguales a cero. ¿De qué modo 
se puede proceder para determinar que el sistema inicial es lineal- 
mente dependiente o по? 

Establecer, si los siguientes sistemas de vectores de espacios 
aritméticos son linealmente dependientes o no; 


1.2.19. а, =(3, 1, 5), 1.2.20. 7 = 
z, = (6, —2, 15) z= 
1.2.21. а = (4, 2, 3, 0), 


(2, 4, 6, 1). 

EE ERETTI 

1+6 13i 4-2). 

2, 3), 1.2.24. 7, = (1, 2, 3) 
5, 7), жу = (2, 5, 7), 
7, 10). z, = @, 7, М). 
2, 3), 

5, 7), 

7, 10 + e). 


1.2.22. 


1.2.23. 2 


1.2.25. 


a 


Aquí e es un número cuan se quiera pequeño y diferente de coro 
1.2.26. =, =(1, 1. 4, 1), 
ж =(, A, 4, 1), 
z, = (f, 4,1, —1), 
z= (i, 1, 6, 4). 
1.2.27. z, = (5, —3, 2, 1, 10), 
z, =(4, 8,4, — 
z, = (2, 1, 9, —3, 6), 
9, 14). 


+» Gra) 


9), 


л), 


donde sn. Demostrar que si Ja ¡> D layl 
taliei 
el sistema de vectores dado es linealmente independiente, 
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$ 1.3. Cápsula lineal. Rango de un sistema de vectores 


Presentación de los problemas del párrafo. En esto párrafo damos problemas 
referentes а Ја determinación de la cápsula lineal, de la equivalencia de sistemas, 
de Та азе y del rango del sistema do vectores dado. así como unos cuantos pro- 
blemas para calcular el rango y construir la base de unsistoma de vectores de un 
espacio aritmético. Estos últimos problemas se resuelven con ayuda del método 
de transformaciones elementales descrito en el párrafo precedente. 


Describir las cápsulas lineales de los siguientes sistemas do vec- 
tores "del espacio Ry: 


131. zı = (4, 0. 0, 0, 0. 1.3.2. а= (, 0, 0, 0, 1), 
z, = (0, 0, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 1,0), 
z = (0, 0, 0, 0, 4). (0, 0, 1, 0, 0). 
1.3.3. z, =(1,0,0, 0, 4), 
ж = (0, 4, 0,0, —4), 
ж» = (0, 0, 4, 0, —1), 


я, = @, 0,0,1, —1). 
Hallar las cápsulas lineales de los sistemas de polinomios si- 
guientes: 
134. 4,10 
35. AHORA 
1-81-02 1-0. 
Pte 
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1.3.8". Examinar la cápsula lineal de numeros 1, УЗ en el 
conjunto de números reales considerado como un espacio lineal 
racional. ¿Pertenece a esta cápsula el número 43? 

1.3.9. “Si cada vector del sistema уз, - . ., ya es una combinación 
lineal do vectores зу, . . ., Zm, dicen que el sistema yy, - - -ı ул SE 
expresa linealmente por el sistema Zy, - . -, т. Demostrar la transi- 
tividad de esta noción: si el sistema yy, .. ., уһ se expresa lineal- 
mente por el sistema д, . . ., Zm y el sistema Z,, . . ., Zp зе OXpre- 
sa linealmente por yı, . --» Yn, entonces el sistema Z, .--. Zp 
se expresa linealmento por Zy, 7... Zm- 

1.3.10. Mostrar que si el sistema уз, - . .. yn se expresa lineal- 
mento por el sistema у, - - -, Zm, la cápsula lineal del primer sis- 
tema se contiene en la cápsula lineal del segundo sistema. 

1.3.11. El sistema de vectores z,, 2, se exprosa linealmente por 
ol sistema yn Ya Ya Ya 


n+ ES 
n — Ya + Ya — 204. 


A su vez el sistema Yı, Ya Ys, Ya Se expresa linealmente por el sis- 
toma Zy ху Zai 
n =з + + 2, 
иа = лу +22 
из =21 — Za + Za, 
Ya =i + da H To 
Tallar Ja expresión de los vectores 21, 2, por los vectores тү. Zp, га. 
1.3.12. Dos sistemas de vectores ту е йү,» Yn Se 
ilaman equivalentes si cada uno de cstos sistemas so expresa lintal- 
mente por el otro. Demostrar quo la relación de equivalencia de los 
sistemas de vectores es reflexiva, simétrica y transitiva. 
1.3.13. Mostrar que dos sistemas de vectores son equivalentes 
si, y solamente si, sus cápsulas lineales coinciden. 
¿Serán equivalentes los siguientes sistemas do vectores? 
1.3.14. z, = (4, 0, 0), y = (0, 0, 1), 
za= (0, 1, 0). у. = (0, 1, 1), 
вз = (0. 0. 15 y=( 4, 1. 
0.3.15. я = (4, 0, 0), и = (1, 0, б), 
z= (0. 1, 0), уг = (0, 1, 1), 
2=0,0.15 љ= (i, 10 
1.3.16*, Demostrar que dos sistemas lincalmente independientes 
equivalentes contienen el mismo número de vectores. 


1.3.17. En el sistema de vectores zy, . .-, ты, Yn - + Yn 108 
vecLoros у, .. ., Un se expresan linealmente por los vectores zy, - . - 
- - э Zm: Mostrar que cl sistema т, ---+ Zm» Yas ..., Ya 03 equi- 


valonte al sistema ту, ..., ты 
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1.3.18*, Demostrar que en cada sistema de vectores zy.. - 

- +4 Zm que contiene por lo menos un vector no nnlo se puede elegir 

un subsistema linealmente independiente que le será equivalente. 

(Todo sistema de este lipo so Паша base del sistema de vectores 
dado.) 

1.3.19. Demostrar que todas las bases del sistema dado ту, 

‚., Zm están compuestas de un mismo número de vectores. (Este 
número se lama rango del sistema dado. Si todos los vectores del 
sistema son nulos, su rango es nulo por definición). 

1.3.20. Sca ғ el rango del sistema 21, - - .. гт. Demostrar que 
a) todo subsistema suyo que contiene más de r vectores es lineal- 
mento dependiente; b) todo subsistema linealmente independiente 
quo contiene r vectores es una base del sistema dado. Notar que del 
problema а) so deduce que el rango de un sistema de vectores es 
igual al número máximo de sus vectores linealmente independientes, 

1.3.21. Demostrar que: a) cualquier vector no nulo del sistema 
dado puedo ser incluido en una base de este sistema; b) cualquier 
subsistema linealmente independiente del sistema de vectores dado 
puede ser completado hasta la base do este sistema 

1.3.22. Demostrar que si el sistema yy, - . -, yn зо expresa h- 
nealmente por el sistema тү, .. ., г, е} rango del primer sistema 
по es superior al rango del segundo Sistema, 

1.3.23. Demostrar que si el sistema yy, - . -, у„ Se expresa hneal- 
mento por el sistema ту, - - -, хь, е] rango del sistema т, г 
у» es igual al rango del sistema zy, - - ~, Zm- 

. Demostrar que los sistemas equivalentes de vectores son 
de un mismo rango. ¿Es correcta la afirmación recíproca: йоз siste- 
mas cualesquiera del mismo rango son equivalentes? 

1.3.25*. Demostrar que si uno de dos sistemas de vectores del 
mismo rango se expresa linealmente por ol otro, estos sistemas som 
equivalentes. 

1.3.26. Demostrar que Jas transformaciones elementales de wn 

ета de vectores no cambian su rango. 
1.3.27. Aplicar е1 método de «reducción a la forma trapezoidal» 
del probloma 1.2.48 al resolver el problema siguiente: determinar el 
Tango del sistema de vectores dado de un espacio aritmético 

Hallar el rango de los sistemas de vectores siguientes: 


1.3.28. а = (1, 2, 3), 1.3.29. 2, = (1, 4, 7, 10), 


ж, = (h, 5, б), (2, 5,8, 11). 
z, = (7, 8, 9, @. 6, 9, 12). 
т, = (10, 41, 12). 

14.3.30. z, = (1, —4, 0, 0). 1.3.31. = (f, —1, 0, 0), 
z, = (0, 1, —1, 0), z: = @, 1, —1, 0), 
zı = (0, 0,1, —1), z= (0,0,1, —1), 
= @, = (1,0, 0, 1) 


а= (7 
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1.3.32. z, = (f, 10, 0, 0), 1.3.33. z, = (1, 1, 4, 4, 0, 


z, = (0, 1, 10, 0), z=, i 
(0, 0, 4, 10), а 
(10-2, 0, 0, 1). n=l, 


1.3.34*. Aplicar el método del problema 4.3.27 para hallar una 
base cualquiera de un sistema de vectores dado de un espacio arit- 
mético. 

Hallar una base cualquiera de cada uno de los sistemas de vecto- 
res siguientes: 

1.3.35. лу == (—1, 4, —3, —2), 1.3.36. z, = (0, 2, —1), 


ж, = (3, —7, 5, 3), z, = (8,1,1), 
zı = (3, —2, 1, 0), z, = (2, 0, 3), 
ж, = (4, 1, 0, 1). = (5, 1,8) 


1.3.37%. z, =(14, —27, —49, 143), 
z, = (43, —82, —145, 340), 

a = (—29, 55, 96, —227), 

z, = (85, —163, —293, 677). 

n=B—-141-2 745, 4 +30, 

z= (1 + 3i, 1 + i —6 — 1, 4i), 

=0 4 i, —3. 

1.3.39*. En el sistema д, .. ., Zm 105 vectores Sip »- -s 21, 
engendran una base donde no entra el vector¡no nulo ту. Demostrar 
que entre los vectores de la base existe un vector ту, tal que reempla- 
zándolo en el subsistema тү, - - ., тү, por el vector zy se obtiene una 
base nueva del sistema dado zy, - . ., Zm. ¿Será único un tal vector 
и? 


1.3.40*. ¿Qué se puede decir de un sistema de vectores de rango 
r si éste posee: a) una base única; b) dos bases exactamente; с) tres 
bases exactamente? Dos bases se consideran iguales si difieren sola- 
mente en orden de vectores. 
Hallar todas Jas bases de los vectores siguientes: 
1.3.41. ж = (4, —2, 12, 8), 1.3.42. z, = (1, 2, 3, 0, —1), 
ж, = (—6, 12, 9, —3), z= (0, 4, 1,1, 0), 
zs = (—10, 5, —30, —20), z, = (1,3,4, 1, —1). 
za = (14, 28, 24, —7). 
1.3.43. 1, = (1 +6 1 — i, 2 +30, 


n=l ЖШШЕ. 
= (1—1, 4 —1,3—2 
n= 4, 40+ 


1.3.44*. Aplicar el método del problema 1.3.27 para resolver el 
problema siguiente: pora los sistemas de vectores dados уз, ... 
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+з Un Y Zi » -, Zm de un espacio aritmético establecer & el pri- 
mer sistema so expresa por el segundo. 
1.3.45. Vienen dados dos sistemas de vectores: 


2=(110  y=(123 


жа = (4, 0, 4) y, = (0, 1, 2), 
ж =(,3, 5; у= (3, 4, 5), 
ya = (4, 6, 8). 


¿So expresará linealmente el sistema Yı, Ve, Ya, Ya por el sistema 
Zn Ty 20 

1.3.46. ¿Son equivalentes los sistemas de vectores del problema 
precedente? 


$ 1.4. Вазе y dimensiones del espacio 


Presentación de los problemas del párrafo. Comenzamos el pársalo dando 
ejemplos de espacios lineales de dimensiones finitas e infinitas para examinar en 
adolanto hasta el final dol libro solamento espacios do dimensiones Cinilas. 
Luego discutimos sobre la noción de baso. Si on un espacio lineal so fija una ha- 
se, los problemas relacionados con los elementos de esto espacio so reducen con 
ayuda de las coordenadas a problemas análogos para los vectores до wn espacio 
aritmético. Algunos de estos problemas (búsqueda del rango de un sistema de vec- 
tores, de la dimensión y de la baso de una cápsula lineal, сіс.) se resuolven por 
el método de transformaciones elementales; otros problemas (por ejemplo, la des- 
composición según la baso) ве reducen a la resolución —como es sabido de ante- 
mano— de determinados sistemas do ecuaciones lineales y es más razonablo ге- 
solverlos mediante el método de Gauss. El párrafo termina con problemas dedi- 
cados а los subespacios lineales- 


Para cada uno de los espacios lineales que so aducen más abajo 
se"pide determinar si éste es un espacio de dimensión finita. Si la 
respuesta es afirmativa hallar la dimensión y construir nna baso 
cualquiera del espacio. 

-4.£. Espacio Л" (véase el problema 1.4.5). 

1.4.2. Espacio P cuyos vectores son colecciones ordenadas de А 
elementos del campo P (véase el problema 1.1.9). 

1.4.3. Espacio s de todas las sucesiones reales infinitas (vénso 
el problema 1.1.11). 

1.4.4. Espacio F de sucesiones reales infinitas cuyos elementos 
satisfacon la relación ах = ау + ау. k = 3, 4, - . - (véase е] 
problema 1.1.12). 

1.4.5. Espacio M de polinomios de todos los grados (véase el 
problema 1.1.13). 

1.4.6. Espacio M, de polinomios cuyos grados no superan ol 
número no negativo dado л (véase el problema 1.1.14). 

1.4.7. Determinar la dimensión del cuerpo de números complejos 
considerado como a) un espacio lineal complejo: b) un espacio lineal 
real. 

1.4.8. Sen С, el conjunto de 


las las colecciones ordenadas de 
n números complejos con la definición usual de operaciones sobre 
estas colecciones (véase el problema 1.1.9). Hallar la dimensión de 
С: а) como de un espacio complejo; b) como de un espacio roal 
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Mostrar quo los sistemas de vectores siguientes son basos dol es- 
пасо Л, 
1.4.9. 


3.4.12. Demostrar que en el езрасїо;А7„ de polinomios de grado 
<n es haso todo sistema de polinomios no nulos que contiene мп 
polinomio de cada grado k, k = 0,1,2,.... т. 

1.4.13. Establecer cuál de los dos sistemas йе vectores siguien- 
tos os una base del espacio Re 

а) х= (4,2, —1, —2), 

z, = (2,3, 0,—4), 
з= 0,2, 1.3 
та = (1, 3, —1, 0); 
b) л = (1, 2, —1, —2), 
z= 0,3, 0) 
з= 0,2, 14 
ло = 0,03, 4, 0). 

En adelante se trata solamente de espacios de dimensiones finitas. 

1.4.14. Demostrar que: a) lodo vector no nulo de un espacio 
puede ser incluido en cierta base de este espacio; b) cualquier siste- 
ina de vectores linealmente independiente puedo ser completado has- 
ta una base del espacio. 

1.4.15. Hallar en el espacio А, dos bases distintas que tienen los 
vectores comunes e, == (1, 1, 0, 0) y e, = (0, 0,1, 1). 

1.4.16. Completar el sistema de polinomios 1 + 2, $ — 318, 
18 424%, 15 — t hasta la base dol espacio Me. 

1.4.17, Demostrar que la descomposición de un vector por cu 
anier base del espacio es única. 


Б 


1.4.18. Supongamos que todo vector de un espacio V se expresa 
linealmente por el sistema €, - . ., е„; además, para cierto vector z 
la descomposición según este sistema es única. Demosirar que los 


vectores сү, - : -» €n engendran una base del espacio V. 
1.4.19. Sea ё, 7... €n una base arbitraria de un espacio | 
Demostrar que: 
a) Jas coordenadas del vector z + y en la base е, . о, e, Son 


iguales a las sumas de las coordenadas de un mismo Índico de das 
vectores т е y en esta misma base; 

b) las coordenadas del vector Ax en la base en .-.. €, Son 
iguales a las coordenadas de un mismo índice del vector z multipli- 
cadas por el número A. 

1.4.20. Una cierta base су, - . ., e, está fijada en un espacio 1 
A cada vector z le ostá asignada 1а linea de sus coordenadas en esta 
base: 


а, (ы, аы... а„). 


Demostrar que: 

a) la dependencia lineal (la independencia lineal) de un sistema 
de vectores z, y, .. .. z supone la dependencia lineal (la indepen- 
dencia lineal) do un sistema de líneas ze, Ye - - ., ze considerados 
como elementos del espacio aritmético correspondiente. 

b) el rango de un sistema de vectores г, y, ..., zes igual а 
rango del sistema do lineas ze, уы... 

©) si un vector u se expresa linealmente por un sistema л, у... 
es decir, si u = Ат + +... + vz, esto es igualmente 
cierto para las lí ze además, n, = Are + 
Яу + Vie 

Hallar el rango y una base cualquiera de cada ma de lus siste- 
mas de polinomios: 

1.4.21. 30 4-2: +1, 49 32+ 2, 302143, +1+1, 
ла + 3.4 4. 

4.4.22. P + 2P 314-4, 29 +38 ES, 39 л + 
+8 6, 48 d Ба + Gt + 7. 

Verificar, si los vectores ey, 


, €n engendran o no una hase 


del espacio RR, y hallar las coordenadas del vector z en esta base: 
1.4.23. e, = (2, 2 1) «= (2, —1, 2), е, = (—1, 
ж=@,1,4). 
1.4.24. а 5, 3), е 
E 


2 


(2,7,3), е, = (3.9, 4); z 

—2), е, = (2,3,0, 4), €, =(1,2.1,4), 
‚14, 4, 2) 

1), е, = (2, 3, 1, O), е, = (3, 4, 1, —2), 
= (6,2, 1, (0, 0, 2, 7). 

* 4.27. Calcular las coordenadas del polinomio $ — t + P— 
— £ — 1 +1 en cada una de las bases siguientes del espacio M4: 

a) d, f P, P, t, t; 

Di, t +1, P H1, P1, 444,044; 

еа LHP, PHP, P, +0, + г. 
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1.4.28. Verificar que las sucesiones 


engendran una base del espacio F (véase el problema 1.1.12) y des- 
componer según esta base la sucesión 


e= (1, 1, 2, 3, 5,8, ...). 


1.4.29. Demostrar que la cápsula lineal tendida sobre un siste- 
та de vectores finito arbitrario de un espacio V es un subespacio 
lineal de este espacio. 

1.4.30. Sea V un espacio lineal de dimensión л. Demostrar que 
toda smbospacio lineal de У es de dimensión finita, además, que su 
dimensión no supera т 

1.4.31. Demostrar que si Г, es un subespacio lincal de un espacio 
U y la dimensión de L os igual a la dimensión de V, entonces L 
comcide con V. 

1.4.32. Demostrar que cualquier subespacio de un espacio V 
de dimensión п puede ser considerado como una cápsula lineal de 
cierto sistema de vectores; además, se puede clegir un sistema com- 
puesto de no más de п vectores. 

4.4.33. Demostrar que en un espacio У de dimensión п se puede 
hallar un subespacio lineal de cualquier dimensión k, 0 < k < n. 

1,4.34. El subespacio lineal L está tendido sobre el sistema de 
vectores ду, .. ., za. Demostrar que la dimensión de Г es igual al 


rango del sistema д1, ...‚ za Y que puede sor su base cualquier 
base de este sistema 

Determinar la dimensión y hallar una base cualquiera do los 
subespacios lineales tendidos sobre los sistemas siguientes do vecto- 
rex de un espacio, aritmético: 


ж = (4,2,2, 4), za = (2,3,2, 5), zs = (4,4,3, 1), 
Я 9, 3, 5). 
436. z1 = (—3,1,5,3, 2) za = (2,3, 0, 4, 0), za = (1,2,3,2, 
e —5, —£, —3, 4), zs = (3, 0, 1,0, 0). 

1.4.37. Hallar una base cualquiera y la dimensión del subespa- 
cio lineal L del espacio Ra, si L viene dado por la ecuación 


atat... +0 =0 


1.4.38. En ol espacio Ma do polinomios de grado <n con cocfi- 
cientes reales se examinan los subconjuntos de polinomios que sa- 
tisfacen las condiciones: a) f (0) = 0; b) 1 (1) = 0; с) f (a) = 0, don- 
de a es un número real cualquiera; д) f (0) = f (1) = 0. Verificar, зї 
cada uno de los subconjuntos indicados es un subespacio lineal del 
espacio М, y determinar las dimensiones de estos subespacios. 

1.4.39. Hallar la dimensión y una base cualquiera de la cáp- 
sula lineal tendida sobre el sistema de polinomios siguiente: (8 +, 
взи, 8—20 4-1, 8 —4+. 


29 


1.4.40. Sea L wn subespacio de dimensión m de un espacio 1 
de dimensión m. Demostrar que se puedo hallar мина base ep .., e. 
del espacio Y Lal que sus primeros m vectores e, .. €n, pertenecen 
al subespacio Z. 

1.4.44*. Demostrar que cualquiera que sea cl subespacio / de 
dimensión m, del espacio V de dimensión n, donde m < n, existe 
"ла base de V en la cual: а) no hay ningún vector de L; h) hay exac- 
tamente k vectores de L, k< m. 

1.4.42. Componer una base del espacio Afs a partir de polino- 
mios de quinto grado. 

1.4.43. Inversamente: ¿se puede hallar una base del espacio Af, 
que no contenga ningún polinomio de quinto grado? 


$ 4.5. Suma e intersección de subespacios 


ción do los problemas del párralo. En cl presento párrafo planten- 
mos los fines siguientes: 

Dar procedimientos do cálculo de una base do la suma y de la intersección 
de dos subeapacios lineales. 

Indicar los diforentes criterios de la «rectitud» de una suma de subespacios. 

Atraer la atención sobre el becho de quo en el caso genera] la doscomposición 
de un vector según los subespacios no es única. Ella será única solamente en el 
caso de una suma directa. Los subespacios que dan en la suma directa todos los 
espacios líncales desempoñan en él el papel de una base generalizada. 

Tustrar Ja circunstancia de que para todo subespacio existo un subespacio 
complementario (y no único). 


. Demosirar que la suwa y la intersección de dos subospa- 
cios lineales de ип espacio V son ellas mismas smbespacios lineales 
de este espacio 

1.5.2. Examinar el conjunto de todos los subespacios lineales 
del espacio dado У con Ja adición de subespacios, Verificar si 

a) la adición es asociativa; 

b) el conjunto posee un elemento nulo. 

¿Será un grupo este conjunto? 

1.5.3. Examinar el conjunto de todos los subespacios lineales 
del espacio dado Y con la operación de intersección de los snbespa- 
cios. Mostrar que 

а) la intersección es asociativa; 

b) el conjunto posee un elemento único. 

¿Será un grupo este conjunto? 
1.5.4. Demostrar que cualesquiera que sean los suhospacios 
L, y L, es justa la fórmula 
dim L, + dim L, = dim (L, + L) + dim (Z, N La). 
Aquí y en adelante con dim L se designa la dimensión del espacio 
lincal 2. 
4.5.5. Demostrar que para cualquier р 
dim (++... + Lp) < dim Lı +... + dim Lp. 

1.5.6. Sean Z, la cápsula lineal de los vectores zy, - - -, ть, Las 

la cápsula lineal do los vectores уз, - . ., уг Demostrar que es base 
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de la suma Z} 4- L; cualquier base del sistema ту, ..., Fm Ya 

+ и. En particular, la base de Za + Za se puedo abloner ct 
pletando la baso de E; (Ly) 

Hallar una base cualquiera y la dimensión de Ja suma de dos 
subespacios: Zy, tendido sobre los vectoros ту, - . -. za Y Las tendido 
sobre los vectores yy, . - -, уу. Determinar también la dimensión de 
ln intersección de ostos subespacios. 

2. ж = (2. 0,1, D: 
do 4, Da 


а-л, D, ys = 803,1 
9*. Supongamos que xy,  - .. za es una base del subespacio 
un una base del subespacio Г, Luego supongamos 


ne Yis +- > Ma Єз mma baso dol sistema xy. čia 
Mr a їп y TOS vectores ууа, © + Yr que no entran en esta hast, 
se descomponen según esta hase del moda siguiente 
n = зщ +... H aat + Bani + -o H Biata 

De til 


Demostrar que el sistema de vectores zy, 


a = Вы. — В + iS SH cc, 
n, lo que es lo mismo, 


donde 


q UA A Hann is o h 
engendra la base de la intersección Ly П Ly. 

Hallar las bases de la suma y do la intersección de los anbrspacios 
lineales tendidos sabre los sistemas ж. хус. с ya TeS- 
neatiamenta: 


= (2, 1. 0), z, = (1, 2, Ja 
—1, 3, 0), у, 0, 3). 
1 1, —4), л, = (1, —1.1, 
), Ya = 0, 0), y = (3, —1, 1,1). 
iar йт, = @, 3,1, булу = @, LD 
1, б, —2, —Б), y, = (1, 0, 3, 5). 
1.513. Hallar para el vector 2 — (1. 0, 1) dos descomposiciones 
distintas a partir de los subespacios Z, у Ly del problema 1.5.10. 
1.5.14. Demostrar que la suma Г, de los eubespacios Ly, ..., Lp 
es su suma directa si, y solo si la reunión de Jas bases de estos subes- 
pacios da la зе £ 
1.5.15. Demostrar que los datos del problema 1.5.14 eq 
a la condición siguiente. 


dim (L, +. + Lp) = dim L +... + dim Lp 
1.5.16. Demostrar que el subespacio L = Lı +... + Lp es la 
suma directa de los subespacios Ly, . . ., Lp si, y sólo si, la inter- 


sección de cada uno de los subespacios Ly, 1 < i< p, con la suma 
de los demás subespacios está compuesta solamente del vector nulo. 


э, —2, 1); з = 


valen 


ordenado el sistema do subespacios Zi, >., Lp 
Verificar, si Ја condición necesaria y sulicionte dada en ol proble 
ma 1.5.10 puede ser aflojada: más exactamente, la intersección de 
cada uno de los subespacios La, 2< i< р, con la suma de los 
subespacios precedentes debe constar solamente del vector nulo. 


1.5.18. Demostrar que la suma de los subespacios Ly, - .., Lp 
será su suma dirocta si, y sólo si, todo sistema de vectores по nulo: 
ау, - >=» Zp tomados uno de cada Zy, j = 1, .. .‚ р es linealmente 


independiente. 

1.5.19. Demostrar que la suma directa de los subespacios es 
si L = L, + Ё, con la particularidad de que Z = L, + 
entonces L = Lı + La + Ly. 
.20. Verificar que la suma directa de los subespacios lineales 
In y La, tendidos sobre los sistemas de vectores л = (2, 3, 11, 5), 
(1,4,5,2), 23 =(0,4,1,4) 0 y, = (2,1,3, 2), ya = (1, 1, 3, 4), 
2), respectivamente, es tedo el espacio Ra y hallar la 
п del vector z = (2, 0, O, 3) según estos subespacios. 

1.5.21. Demostrar que en el espacio Mn de polinomios de grado 
жут a) cl conjunto L, de polinomios pares f (f) (es decir, tales qur 
F (9 = 1 (0) y el conjunto L, de polinomios impares (es decir, tales 
que f (—i) = —] (б) son subespacios lineales; b) la desigualdad 


M, =L 4L 
es correcta. 


1.5.22. Mostrar que para todo subespacio L; de по espacio lineal 
Y existe un subespacio complementario, es decir, un subespacio La, 
tal que 


V=L+L, 
¿So determina de un modo único el subespacio complementario 
para esto Ја? 

1.5.23. Hallar dos subespacios suplementarios distintos del sub- 
espacio £ tendido sobre los vectores z; = (1, 3, 0, —1), л, 
(2,5, 1, 2), za = (1, 2, 1, 3). 

1.5.24. Hallar оп el espacio M de polinomios de grado <n el 
subespacio suplementario del subespacio Z de polinomios que satis- 
facen a la condición f (1) = 0. 

1.5.25. Un espacio Y está descompuesto en la suma directa de 
los subespacios Ly, Lp. Demostrar que: 

a) si la descomposición de un vector х es z = tz; +... + zp 
жу € Li. la descomposición del vector Az según los subespacios 
La, .- + Lp tiono la forma 

йт = d+. Arp 

b) si y оз un vector cuya descomposición es y, +... +Ym 
yu € Lo, entonces la descomposición del vector z + y según los su- 
bespacios Ly, . - .. Lp es 

z+y=la tnt. 


+ (zp + yp) 
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Capítulo 2 
ESPACIOS EUCLIDEOS Y UNITARIOS 


$ 2.0. Terminología y generalidades 


Un espacio lineal real Æ se llama cuelídeo, si a todo par de vec- 
tores z, y de E se le asigna un número real notado рог el símbolo 
(т. y) y llamado producto escalar de los vectores т ey, y, además, se 
observan las condiciones siguiente: 

L (a y) = (y 2) 

2. (т-у, а) = (т, 2) + (и, 2) 

З (az, у) =a (z, y). 

4 (z. z) >0, si z #0. 

Aquí z, y, z son vectores arbitrarios de Æ, « es un número real 
arbitrario. 

Llámase longitud del vector z al número (no negativo) 


t=1=VG, т). 
El vector de longitud igual a la unidad se Hama normalizada. 


Para dos vectores cualesquiera = e y se verifica la desigualdad de 
Саиећу- Bumakovski 


Ге, yi<lzilyi 


Los vectores z e y se llaman ortogonales si su producto escalar es 
igual a cero. Un sistema de vectores se Пата ortogonal si todos los 
vectores de este sistema son ortogonales dos a dos. 

Vione dado un sistema de vectores л, ту, - - ., Za linealmente 
independiente. Ahora describiremos el proceso de ortogonalización 
quo permitirá pasar de este sistema al sistema ortogonal у, у... 

2, Va Compuesto de vectores no nulos. 

Supongamos que y, = тү. Los vectores consecutivos Ya, ..., Ya 
se construyen según las fórmulas. 


pan 

n=. 2 y. 1 
“ 

o (En уй 


К о" 


La base del espacio euclideo quo representa un sistema ortogonal 
зе Ilama base ortogonal. Si en este сазо los vectores de la baso son 
normalizados, tal base se llamo ortonormal. De este modo una baso 


ЕЯ Я 


i=i,... 1 


э-н зз 


ortonormal сү, - . ., e, se define por las relaciones 


3, si i=j, 
len == е 


Para los vectores no nulos del espacio cuclídeo se define la no- 
ción de ángulo. En esto caso el coseno del ángulo comprendido 
entre los vectores z e y se halla mediante la fórmula 


„ч. 


соз(2 y=¡ EN 


Taris" 


Un espacio lineal complejo (7 se Пата unitario si a todo par de 
vectores z, y de U lo está asignado un número complejo que so nota 
(z, y) y se llama producto escalar de los vectores z e y y, además, зе 
observan las condiciones siguientes: 

1 (+, y) = 2). 

2. (т ++ у, d = (z 2) + U, 2) 

3. (ал, y) =a (z, y). 

4. (2, з} >0, si z #0. 

En un espacio unitario el ángulo entre los vectores no se deter- 
mina. Sin embargo, los demás resultados y definiciones del espacio 
euclideo, establecidos más arriba, son igualmente justos para cl 
espacio unitario. 

Un ejemplo típico de espacio cuclídeo es el espacio aritmético 
Ra en el cual el producto escalar de vectores х = (04,94, .. 2n) © 
y = (Br, Bo ---, В.) está dado por la regla 


(z, y) = pi + 6. +... + ор. (2.0.1) 


С, ез igualmente un espacio unitario típico en el cual para los 
vectores z e y se adopta: 


(A (2.0.2) 


Fin ambos casos la base natural del espacio aritmético resulta ser 
ortonormal. 

Unas observaciones más sobre los problemas de cálento que se 
ofrecen en esto capítulo. 

Supongamos que hace falta completar el sistema ortogonal 
аһ, ~- n ax de vectores no nulos de un espacio aritmético hasta una 
base ortogonal de este espacio. Buscaremos el vector an+ partiendo 
do las condiciones do ortogonalidad: 


(вы 21) =0, 


(амы, 24) =0. 


Estas condiciones escritas según la regla (2.0.1) o (2.0.2) forman un 
sistema de ccuaciones lineales respecto a los componentes del vector 
ак+а. Se puede tomar como а +; Una solución no nula arbitraria do 
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esto sistema. Ahora el vector аля у se halla partiendo de las condi- 


ciones 


(аз. 4) =0, 


(аа, аһ) =0, 
(амы. Crs) =0, 


etc, En cada etapa de este proceso se puede utilizar los resultados 
de los cálculos precedentes resolviendo los sistemas de ecuaciones 
lineales por el método de Gauss. 

De un modo análogo se construye la baso del complemento orto- 
gonal (véaso 2.3.2) de ja cápsula lineal del sistema de vectores dado 
Че un espacio aritmético. El método de Саз también puede sor 
aplicado а} calcular la proyección del vector sobre Ја cápsula lineal 
dada y al construir una base biortogonal a la base dada (véase 2.3.10 
y 2.345). 


$ 2.1. Determinación del espacio euclídeo 


Presentación de los problemas del párrafo. Enel presente párrafo 
planteamos los objetivos siguientes: 

Deducir los corolarios más simples de los axiomas del producto escalar 

Mostrar que el producto escalar puede ser introducido en todo espacio lineal 
teal y además por un número infinito de procedimientos, Hablando de los espa- 
cios aritméticos Ra damos procedimientos concretos de sus transformaciones en 
espacios euclídcos, 

“Atraer la atención del lector элге el hecho de quo no solamente todo subes- 
pacio de un espacio cuclídeo es también un espacio euclídeo, sino que, inversa- 
frente, un producto escalar dado sobro un subespacio, arbitrario do un espacio 
linai también puede ser «prolongados sobre 1000 este espacio. 

Por fin, hemos querido ilustrar el papel que desempeña el axioma sohro la 
positividad “del cuadrado escal; 


2.1.1. Demostrar que de los axiomas del producto escalar so dle- 
ducen Jas propiedades siguientes: 

а) (к, + Had) = (a, 9) + (т, ya) para cualesquiera vectoros del 
espacio euclídeo; 

b) ба, ay) = a (т. y) para cualesquiera vectores z, y del espacio 
euclidea y cualquier número real a 

с) (z — za y) = (тй) — (a y): 

d) (0, 2) 


А i 2d 
9 (Д аж 2 бил 2 Ж ebile v 


2.1.2. Demostrar que en cualquier espacio lineal real se puedo 
determinar un producto escalar 

2.1.3. Introducir un producto escalar en el espacio aritmético 
Ra do dimensión n. 

2.1.4. Introducir un producto escalar en el espacio М, de polino- 
mios con coeficientes reales de grado <n. 


» 25 


2.1.5. Sea V un espacio euclideo con un producto escalar (z, y). 

Mostrar que si se adopta 

@ y) =A (z, y) 
donde A es un número positivo fijado, entonces para (z, y) también 
están vorificados todos los axiomas del producto escalar. ¿Q 
sentido geométrico Чеп el paso de (z, y) а (2, y) сп el espacio tridi- 
mensional de vectores geométricos? 

2.1.6. Demostrar que si (т, y), y (т, у}, son dos productos escala- 
res distintos idel mismo espacio lineal Y, el producto escalar en V 

será 

a) (z, у) = (z, yh + (z, йз: 

b) (z, y) = À (z, y) + p (z, Ye 
donde 2. y 1 son números no negativos arbitrarios y simultáneamente 
no iguales a coro. 

2.1.7. Sean т == (04, a) e y = (В, Ba) vectores arbitrarios del 
espacio aritmético R,. Mostrar que en /, un producto escalar puede 
sor definido mediante los procedimientos siguientes: 

а) (z, y) = а,б, + aaa; 

b) (z, у) В, 


Calcular el producto escalar de los vectores т = (1, 1) ey = 
con ayuda do cada uno de estos procedimientos 

2.1.8*. Demostrar que en R, un producto escalar puede ser 
dado por la fórmula 

(к, y) = aup, + Ба, + das, + соф. 

si, y solamente si, а >O y ac >}? simultáneamente. 

2.1.9*. Demostrar que en R, un producto escalar puede ser in- 
troducido del modo siguiente: si z = (a, а, a) e y = (Bis Bas Ba), 
entonces 


—3. 2) 


(к. y) = 1004, + Зав, + Заб + 
+ 2б, + озб + a + aa 


2.1.10*. Mostrar que en R, un producto escalar puede ser de- 
finido por la fórmula 


(5.0 = anapi + anut аа, + 


E Ва, 
de que 
a) ay = ап para іе ј; 


а condici 


b) а> È laul è 
fi 
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2.1.11. Sean а ol vector fijo de un espacio euclideo V, а, un nů- 
mero real fijo. ¿Será un subespacio lineal del espacio V el conjunto 
de todos los vectores z para los cuales (т, а) = оў 

2.4.12. Demostrar que todo subespacio de un espacio euclideo 
V, de por sí, es un espacio euclideo en el sentido del producto esca- 
lar dado en V. 

2.1.13. Un espacio lineal V se descompone en nna suma directa 
de los subespacios Дл, - - -, Lp. Sobre cada uno de los subespacios 
Ly está definido un producto escalar. Demostrar que se puede intro- 
ducir un producto escalar en todo el espacio V adoptando: si z e y 
son vectores arbitrarios de V con descomposiciones según los subes- 
pacios Дл, ..., Lp z= +... Pp е у= +... у 
respectivamente, entonces 

(2, Y) = (zn л}, + --- + (Em Y ndo 
donde el producto escalar (ү, ys), so calcula según la regla definida 
en Ла 


2.4.14. En ol espacio aritmético Л, para los vectores z o Y de la 
forma 


= (о, 07, 0, 0), Y= (Bi, Ba, 0. 0) 
está definido el producto escalar 


E 9,206. 


y para los vectores 2 e у de la forma 


Z= (0, 0, а, с), y=(0, 0, Ba Bo, 
el producto escalar 


(=. 0. = 90498, 4-а, 29,0. 

Introducir (usando el procedimiento descrito en el problema 2.1.13) 
el producto escalar en todo el espacio Re Calcular mediante la 
regla obtenida el producto escalar de los vectores z = (1, 2, 3, 4) 
e y =(3 1, —3, 2). 

2.1.15*. Un producto escalar (z, y) está introducido sobre un 
subespacio L de un espacio lineal V. Demostrar que el producto esca- 
lar puede ser definido en todo el espacio V de modo que para los 
vectores z e y de L este producto coincidirá con el producto escalar 
(z, y) inicial 

2.1.16*, Demostrar que para los vectores z e y de un espacio 
cuclídeo la desigualdad de Cavchy-Buniakovski 


(ж. y? < (z, z) (y, y) 


obtiene el signo de la igualdad si, y sólo si, los vectores z e y son 
linealmente dependientes. 
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2.1.17. Utilizando la desigualdad de Canchy-Duniakovski de- 
mostrar Jas desigualdades siguientes: 


(ав < Ia) (Le) 


b) (X ap) <D 401) (3 Em). 
a E = 
Лані а, ....о, у Br ...,В. son númoros reales arbitrarios, 


A, +++ An son números positivos. 

2.1.18*. En la definición del producto escalar reemplazar el 
cuarto axioma por una condición menos rigurosa: (z, 2) >0 para 
todo vector =. Demostrar que еп un espacio V con semejante apro- 
ducto escalara: 

a) se verifica la desigualdad de Cavehy-Buniakovski; 

Ъ) el conjunto Af de vecloros = para los cuales (х, л) = 0 engen- 
dra un subespacio; 

©) nara todo т de M y todo vector y del espacio T el producto 
escalar es igual a coro; 

d) si N cs un subespacio suplementario arbitrario de Af y si 


ам Бам у= ум + Un 
es la descomposición de los vectores z © y según los subespacios M 
у N, entonces el signo de igualdad en la desigualdad de Cauchy- 
¡unialovski para los vectores z e y tiene lugar si, y sólo si, zx © Yx 
son linealmente depondientes. 

2.1.19. Rechazar en la definición del producto escalar el cuarto 
axioma. ¿Tendrá lugar en este caso la desigualdad do Cauchy Bunia- 
kovsla? 


z 


$ 2.2. Ortogonalidad, base ortonormal, proceso 
de ortogonalización 


Presentación de los problemas del párrafo. Los problemas de este párra- 
lo se agrupan alrededor de dos temas principales. ч 

БЇ proceso de ortogonalización, su aplicación a la construcción de una base 
griogonal del espacio y al establecimiento de la dependencia lineal del sistema 
do vectores dado. 

Las bases ortonormales do un espacio cuclídco, el papel que éstas desempe- 
йип en el cálculo del producto escalar. También homos querido mostrar cómo 
la ortogonalidad do una baso dependo del imiento aplicado para delinir 
el producto escalar оа ol espacio lineal dado. 


2.2.1. Domostrar que on un espacio euclideo E: 

a) el vector nulo es ol vector único que posee la propiedad de 
sor ortogonal a todos los vectores dol espacio: 

b) si la igualdad (a, 2) = (0, 2) es justa para Lodo vector z de £, 
ontonces a 

2.2.2. Demostrar que si z, у... .. 2 ев un sisloma ortogonal de 
vectores, entonces cualesquiera que sean los números A, р... v 
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el sistema de veclores Az, py, ..., vz es igualmente ortogonal. 
2.2.3. Demostrar que si un vector z es ortogonal a cada uno de 
los vectores ya, - « -, ут, cl mismo también os igualmonto ortogonal 
a toda combinación lineal de estos vectores. 
2.2.4. Demostrar que un sistema ortogonal de voctores no nulos 
'calmento independiente. 
En adelante consideramos que en el espacio aritmético R, el pro- 
ducto escalar devectores = = (ол, аљ... An) oy = (Bus Bas > > >> Ёл) 
viene dado por la fórmula 


(ay) = жб + в H + Ono (2.2.1) 
Ortogonalizar los sistemas siguientes de vectores del espacio Xp; 
2.2.5. z, = 0. —2, 2), 2.2.6. z, = (1, 1, 1, 1), 

(—1, 0, —1), z, = (3, 3, —1, —), 
—3, —7). z, = (—2, 0, 6, 8). 

2.2.7*. Demostrar que la ortogonalización de un sistema lineal- 
monte independiente de vectores тү, . . ., т conduce a un sistema 
ortogonal de vectores no nulos уз, - - -y Y 

2.2.8. Demostrar que сп todo espacio ouclídeo existe a) una hase 
ortogonal, b) una base orlonormal. 

2.2.9. Demostrar que a) todo vector no nulo puede ser incluido 
en una cierta base ortogonal de un espacio ouclídeo; b) todo sistema 
ortogonal de vectores no nulos puodo ser completado hasta una hase 
ortogonal del espaci 

Vorificar que los siguientes sistemas de vectores son ortogonales 
y completarlos hasta bases ortogonales: 

2.2.10. а = (1, —2, 1,3), 2.2.1. л, = (1, 4,1, —3), 

ж, = (2, 1, —3, 1). ж, = (4, 1,5,0). 


Completar los siguientes sistemas de vectores hasta bases ortonor- 
males; 


2.2.42. 


2.2.14. Demostrar que en las bases ortonormales de un espacio 
euclídoo y solamente en estas bases el producto escalar de dos vecto- 
res cualesquiera z e y se expresa por sus coordenadas con ayuda de la 
fórmula 

«ой = аав, +... аа 

2.2.15. Demostrar que en una base ortonormal ey, -. ., €n las 

coordenadas æ, - - -, % de m vector z se calculan según las fór- 


зр 


mulas 
ат (6 в), i=in, n 

2.2.16. Hallar la dimensión del subespacio engendrado por tados 
los vectores z tales que (a, 2) = 0. Aquí а es un vector no nulo fijado 
de un espacio euclideo. 

2.2.17*. Sea ey. .... en una base ortonormal de un espacio 
cuclídeo. Hallar la expresión del producto escalar de los vectores 
arbitrarios x e y haciendo uso de sus coordenada 

а) en la base Aj, Ages - --, Antas donde Ay, Ay, ++, Àn son 
números по nulos; 

b) en la Базе €, + en en ên io, en. 

18. Supongamos que la ortogonalización está aplicada a un 
sislema de vectores лу, - . ., т arbitrario. Demostrar que 

a) si el sistema ту, -. -, za es linealmente dependiente, а mn 
cierto paso de la ortogonalización se obtiene el vector nulo; 

b) si los vectores у, Yi (LX k) obtenidos por ortogona- 
lización son no nulos y si уу = 0, entonces el subsistema ту, 

- > «+ жи. del sistoma inicial de vectores zy, . . ., ту es linealmente 
independiente y el vector ту se expresa linealmente por este subsis- 
tema. 

Aplicando la ortogonalización construir una base ortogonal del 
subespacio tendido sobre el sistema de vectores dado: 


2.2.49. z, = (2, 3, —4, —6), 2.2.20. z, = (1, 1, 1, —2). 
z, = (1, 8, —2, —16), ха = (—2, 1, 5, 1), 
z, = (12, 5, —14, 5), ж, = (0, 3, 3, 7), 
т = (8, И, 4, —7). =. = 8,3, 3, 9). 


2.2.21. Demostrar que si el sistema de vectores del espacio arit- 
mético My 


Zi (йн, Giz As -+s Gm), 
2.=(0, вш, Gan <> a), 
2 =(0, 0, „өйы, 
ае б булуу 


engendra una base ortogonal de este озрасїо, entonces: a) ои 5 0. 
і... п; b) a = 0, si i j. 

2.2.22. El espacio R, (п > 1) poses una base ortogonal e:, 

‚ә е, tal que los componentes de cada vector e; adquieren сі valor 
16 —4. Mostrar que el espacio Л, es de dimonsión 2 о de dimensión 
múltiple de 4. 

2.2.23*. Sean dados el sistema lıncalmente independiente de 
vectores ду, .. ., za Y dos sistemas ortogonales de vectores no nu- 
los у, + -s Un Y Zis > -› Za tales que los vectores yy у ty 50 oxpre- 
san linealmente por ж... я (È= f, -... А). Demostrar que 
йи = аш (i=4, ..., k), donde a, 0. 
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2.2.24. Un producto escalar está introducido de modo arbitrario 
оп el espacio M de polinomios de grado <n con coeficientes realos. 
Demostrar que en el espacio euclídeo obtenido: 

a) existo ппа base ortogonal que contiene n polinomio de cada 
grado k, 0 < k < ni 

b) fe (9, f (0, -... 7 (0 y go (0, а (0 En (1) son d 
bases ortogonales que poscen la propiedad indicada, los polinomios 
que entran en estas bases (teniendo la numeración conveniente) se 
а únicamente рог los factores escalares: дү (t) = af; (1), 
1=0,4,... n. 

2.2.25. Sea e, lineal 
real V. Demostrar que un producto escalar puede ser introducido en 
У de modo que el sistema de vectores ез, - . -, €n sea una base orto- 
normal del espacio euclideo obtenido. 

2.2.26. Determinar el producto escalar en el espacio Mn de po- 
linonnos de grado <n de modo que la baso 


а " 
а-у, зг 


devenga ortonormal 


$ 2.3. Complemento ortogonal, sumas ortogonales 
de subespacios 


Presentación de los problemas del párralo. Los objotivos principales do este 
párrafo son: 

Mostrar las diferentes propiedades de la noción —muy importante са lo 
sucesivo-- de complemento ortogonal de un subespacio. 

Dar problemas de cálculo de complementos ortogonales y. en particular, 
atraerla atención sobre la relación que existe entro los problemas de complomen- 
tos ortogonales y Ja resolución de sistemas de ecuaciones lineales. El problema 
dela perpendicular (véase 2-3.10—2.3.14) también so comarca aquí. 

Indicar el corolario útil de los teoremas de complementos ortogonales que 
conpito en la existencia de una base blortogonal para toda baso de un espacio 
euclideo. 

Notar los rasgos comunes entre ls teoremas de sumas directas de subespo- 
cios de un espacio lineal y los teoremas de sumas ortogonales de un espacio ouclí- 
deo. En particular, la descomposición de un espacio euclideo en una suma orto- 
коза! de subespacio es análoga а Їа descomposición respecto а una base опот. 
malizada en el mismo sentido que los subespacios cuya suma directa engendra 
el espacio lineal dado, cumplen en este espacio Ja función йо base generalizada. 

2.3.1. Sea L un subespacio de dimensión k de un espacio cucli- 
deo E, k < n. Demostrar que en E existe un vector по nulo ortogo- 
nal a todos los vectores de Z (o, más brevemente, ortogonal al su- 
bespacio L) 

2.3.2. Demostrar que el coninnto L (de todos Jos vectores orto- 

gonales a) subespacio lineal Z es también un subespacio lineal. Lt 
se Пата complemento ortogonal del subespacio L. 
. Sea L un subespacio arbitrario de nn espacio euclideo E 
Demostrar que Æ es la suma directa de los subespacios L y Zt. Pres- 
tar atención а la relación que existe entre las dimensiones de los 
subespacios L y Lė y se deduce de esta afirmación. 


“ 


2.3.4. Demostrar que el complemento ortogonal de un subes- 
pacio linoal do un espacio euclideo Æ posee propiedades siguientes 


a) (0) = 
b) si LC Ly, entonces 12 с Lt; 
©) (044-4) = LE N 145 
d) (АП La) = LE 45 
0) E*=0, 01-Е. 
Aquí O es el subespacio nulo que contiene solamente el vector nulo. 


. La suma directa de los subespacios Z, y L, engendra el 
espacio euclídeo Æ. Demostrar que esto os también correcto рага sus 
complementos ortogonales, оз decir, E = LE + Li. 

2.3.6. Hallar la baso del complemento orlogonal Z4 de la cáp- 
эма Jincal 7, del siguiente sistema de vectores del espacio I, 
(1, 3,0, 2), л, = (3, 7, A, 2), =, = (2, 4, —1, 0). 

. Sea Cu -s n una base ortonormalizada fijada en un 
espacio euclideo E. Domostrar que 

a) si 


Auat ant, +... Бана 0, 


а + Aya + 


кам 


es un sistema de ecuaciones lincalos arbitrario соп » incógnitas, en- 
tonces el conjunto de vectores 2 cuyas coordenadas en la base cy, +... 
+ «+, Ca salislacen a este sistema, оз un subespacio lineal del espacio 
E. Este subespacio es de dimensión п — r, donde г es el rango del 
sistema de vectores siguiente de un espacio aritmético: 


M= (аи. Gas +- r а), 


My = (аа 9, +00, 020), 


Ba (йш, йы. + +03 Cm), 


b) todo subespacio £ dol espacio Е puede sor descrito por un sis- 
tema de ecuaciones lineales. Esto último significa que un vector z 
pertenece al subespacio L si , y sólo si, sus coordonadas en la base 
ĉu + -+ €n Satisíacen al sistoma dado. Si r es la dimensión del su- 
bespacio L, entonces todo sistema que describe este subespacio 
está compuesto por lo menos de n—r ecuaciones; además, existe un 
sistema compuesto exactamente de n—r ecuaciones; 

©) los sistemas de ecuaciones lineales que describen en la base 
dada el subespacio 2, y su complemento ortogonal Li están ligados 
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entro sí del modo siguiente: son coeficientes del sistema que describo 
una de estos subespacios las coordenadas do los vectores sobre las 
.euales está tendido mn otro subespaci 

2.3.8. En ol espacio М. de polinomios de grado < n con cooft- 
cientesrealesel producto escalar de polinomios? (£) = а, + ан +... 
co hay gl) = o... + Da 1" (los coeficientes 
superinces de los polinomios pueden ser nulos) se determina por la 
fórmula 


(f, g) = а + aibi +... + anba- (2.3.1) 


Mallar el complemento ortogonal: 

a) del subespacio de tados los polinomios que satisfacen a la 
condición / (1) 

b) iel smhespacia de tados los polinomios pares del espacio A, 

2.3.9, Hallar los sistemas de ecuaciones lineales que desccihen 
el subespacio Z del problema 2.3.6 y su complemento ortogonal LA. 

2.3.10. Sea L un subespacio lineal do un espacio euclideo Æ. 
Demostrar que cualquier vector x de Æ puede ser representado de 
un modo único en la forma ж = y + 2, dondo y pertenece a L y z 
es ortogonal а Г. El vector y so Паша proyección ortogonal de vector 
ж sabre el subespacio Ё, y 2 se Пата perpendicular bajada desdo z 
sobre L. allar para el subespacio L y el vector z dados el modo de 
cálculo de y y de z. 

2.3.11*. Sea т, mo ..., Ta un sistema arbitrario de vectores 
de mn espacio enclídoo Æ. Demostrar que para todo veclor z de E 
el sistema de ccnaciones lineales 


(Ep Z) 014 (Za, 21) а. +... (а, а) 04=(2, т), 
(а, 25) а (да а) оа... ба, а) аз (2, л), 


(Ep Za) 044 (д, з) +... бв Ta) 04 (2, 24) 


posee por lo menos una solución. ¿En qué caso osta solución sorá 
única 

allar la proyección ortogonal y la perpendicular bajada desde 
el vector х sobre el subespacio Z. 

2.3.12. z = (14, —3, —6, —7). L está tendido sobre los vecto- 
res 1 = (—3, 0, 7, 6), y, = (1, 4, 3, 2), y, = (2, 2, —2, —2). 

2.3.18. z = {2,—5, 3, 4). L está tendido sobre los vectores 
m = (1,3,3, 5), у, = (1,3, —5, —3), ya = (1, —5, 3, —3). 

2.3.14. z = (—3, 0, 5, 9). È está dado por el sistema de ecus- 
ciones 


Зо, + 2а, + аз — 2ш 
бо; + 4а, +30, + 2ш = 
а, + 22, + За. + 10а, = 0. 
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. Dos sistemas de vectores zy, -... л, © Yi, + Ya de 
cio euclideo se Haman biortogonales, Si 


(n „=f A 


wn espa 


ij 


Demostrar que cada uno de dos sistemas biortogonales de vectores es 
linealmente independiente. 

2.3.16. Demostrar que para toda base de un espacio cuclídeo 
existe una base biortogonal, y una sola. 

2.3.17. Sea ер, - . : €n Y fa» > - -, fn un par de bases biortoga- 
nales de un espacio euclideo. Demostrar que para todo k, 1 < k < n, 
el complemento ortogonal de un subespacio tendido sobro los vec- 


tores с, .... еу coincide con la cápsula lineal de los vectores 
Íren <a de 

ааг las bases biortogonales рага las siguientes bases del es- 
pacio Ra 

2.3.18. e, = (1, 0, 0, 0), 2.3.19. e, = (1, 0, 4, 0), 


(0, 2,0, 0), (0, 1,2, 0), 
(0, 0, 3, 0), 0, 1, 0), 
с, = (0, 0, 0, 4). 0, 3, 1). 
d.t. d, i), 2.3.21. 1110, 
(0, 1, 1,0, 1,1, 0, 
(0, 0, 1, 1), 1,1, 0, 
(0, 0,0, 1). 1, =l, 1). 


t- 


2.3.22, En un espacio enclídeo Æ están fijadas las bases hiorto- 


++ fn; Mostrar qu 


gonales а,.. ек Y fir 


а) si х ев un vector arbitrario de Æ, los coeficientes oy de su des- 
composición según la base ер, ..., 2а: 2 = me, d oo fa 
se calculan wediante las fórmulas а, = (z, fi), i=4, ‚пу. 


b) el producto escalar de vectores arbitrarios т e y está definido 
por Ja fórmula 


(p= 2 (610, e) = 2 аф. 
A E 


donde В, ..-, Ba son los coeficientes de la descomposición del 
vector y según la base fy, - - -y fas 

2.3.23. Los subespacios lineales Ly, ..., Ly de un espacio 
euclideo Е son ortogonales de dos en dos (esto significa que todo vec- 
tor de cada uno de los subespacios L; es ortogonal a los demás 
subespacios). Demostrar que la suma de los subespacios Дл, - 
L, сз su suma directa. (La suma de subespacios ortogonales de 
dos сп dos se llama suma ortogonal y se nota Г, Ф... Ф Lp) 

2.3.24. Demostrar que la suma L do los subespacios Ln, - . ++ Ly: 
es su suma ortogonal si, y sólo si, la reunión de las basos ortogonales 
de estos subespacios da la base ortogonal de Z. 


“ 


2.3.25. Demostrar que la suma ortogonal de subespacios ез 
„Ө Č, además, Č =L,0 L, entonces 


L=1,01,0 Ly. 


26. La suma directa de los subespacios Ly, --., Lp en- 
gendra un espacio euclídeo E. Demostrar que esta suma sorá ortogo- 
nal si, y sólo si, para el producto escalar de cualesquiera vectores z 
© y de E que tienen en los subespacios L, . . ., Lp las descomposi- 
ciones х = +... +х„ е у=у +... + уь, respectiva- 
mente, os justo la igualdad 

t.) = б) + ++ H б ур). 

2.3.27. Un espacio lineal V está descompuesto de un modo arhi- 
trario en una suma directa de subespacios: V = +... + Lp 
Demostrar que en V el producto escalar puede ser definido de tal 
modo que los subespacios L, serán ortogonales de dos en dos. 


asociativa: si L = 


$ 2.4. Longitudes, ángulos, distancias 


Presentación de los problemas del párrafo. En el presente párrafo hemos 
orido: 

Ue Dar unos problemas simples referentes al cálculo de la longitud, el ángulo 
y de la distancia, demostrar que los teoremas de la geometría euclidea elemental 
Siguen válidos en un espacio оссо arbitrario. 

Tatorprotar el problema do la descomposición de un vector según los subes- 
pacios complementarios ortogonales como un problema de búsqueda de la dis- 
Emcia más corta entra un vector y un sul 

Дейш el ángulo ente un vector y un subespacio y mostrar que ена defi- 
nición generaliza la noción de ángulo cutre un vector y un plano de un espacio 
осад tridimensional. 


2.4.1. Demostrar que Jas longitudes de los vectores z e y = az 
verifican la igualdad 


yl=lallzi 


2.4.2. ¿Cómo cambiará el ángulo entre los vectores no nulos z 
сиві: 

а) so multiplica el vector z por un número positivo; b) se mul- 
Uplica el vector z por un número negativo; с) se multiplican ambos 
vectores z e y por números negativos? 

En los problemas que siguen, por analogía con un espacio euclí- 
deo tridimensional, una terna ordenada de vectores т, y y z — y de 
un espacio enclídeo arbitrario se considera como un triángulo del 
cual dicen que «está tendido sobre los vectores z e y”. Se considera 
igualmonto que los diagonales de un paralelogramo tendido sobre 
los vectores z e y son los vectores z + y y z — у. 

2.4.3. Demostrar que los triángulos tendidos sobre los vectores 
7, y Y ал, ay, respectivamente, donde a es un número no nulo arbi- 
trario, tienen los mismos ángulos. 
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2.4.4. Hallar las longitudes de los lados del triángulo tendido 
sobre los vectores del espacio R : z = (2, 4,3, —2) o y = (3,4, 5. 
4). Determinar los ángulos formados por los lados del triángulo, éstos 
son los vectores т, y y т — y. ¿Cuáles de estos ángulos pueden consi- 
derarso como interiores y exteriores? 

2.4.5. Formular y demostrar el teorema de los cosenos del tri- 
ángulo tendido sobre los vectores т e y de un espacio euclídon arbi- 
trario, 

2.4.6. Determinar si el triángulo tendido sobre los polinomios 
а ЕЗ y 20 -+ 2 — 1 es оп triángulo acutángulo o un triángulo 
obtusángulo y si el producto escalar de los polinomios f (1) = a + 
+ a+ al y ей) = be + bt +b está definido рог Ја fór- 
жыйа; а) Ü, g) = аё» + eibi + ора B) 0, 0) = аз + да + 
+ а. 

2.4.7. Demostrar el teorema de Pitágoras y el teorema гесїрго- 
со: dos vectores z о y de un espacio euclideo son ortogonales si, y 
sólo si, [1—yP=l2P+1yP 

2.4.8. Demostrar que en un triángulo arbitrario de un espacio 
cuclídeo: 

а) la longitud de cada lado no supera la suma de las longitudes 
de los otros dos lados; 

b) la longitud de cada lado no es menor que la magnitud abso- 
Iuta de la diferencia entre las longitudes de Jos otros dos lados. 

2.4.9. Demostrar que en el paralelogramo tendido sobre los 
vectores z e y la suma de los cuadrados de longitudes de las diagon: 
les es ignal_a la suma de los cuadrados de Jongitudes de los lados. 

2.4.10. Demostrar que |z |= }y } si, y sólo si, los vectores 
z4 y y л — y son ortogonales. Aclarar el sentida geométrico de 
esta afirmación. 

2.4.11. Sean €. -- ., en una base ortonormalizada de um espa- 
cio euclideo y z un vector normalizado arbitrario. Demestrar que 
Jas coordenadas del vector х en la base ез, - . ., €n Son iguales a los 
cosonos de los ángulos ац, . - -, съ formados por т y los vectores 
de Ja base. Deducir la relación 


соз? a, + соз? аз +... + costa, = 1. 
2.4.12. Llámaso distancia entre los vectores z e y de un espacio 
euclideo al número 
рб. =1х—у1. 
Mostrar que la distancia definida de este modo satisface a la dosi- 
gualdad triangular: 
Peapod) 


para tres vectores cualesquiera z, y y z- 

2.4.13. Demostrar que para los vectores z, y y z la desigualdad 
triangular se convierlo en igualdad, si, y solamente si, (z — y) = 
= а (у= 3), a> 0. 
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2.4.44. En el espacio М, de polinomios de grado <n el pro- 
ducto escalar do los polinomios 


10 =в®+ 4+... +" 


y 
ED =, ++... +5" 


está dofinido por la fórmula (2.3.1). Para los polinomios dados 


£0=3P 42 +41, 1,(0=-"4+2U+4, 
L(0=344 245, fa (H =30 + 5 + 2: 
a) hallar el polinomio fẹ (1) de grado <2 equidistante de f, (8), 
Hl) вй), 1,60. 2 
Ъ) determinar la distancia entre /, (1) y cada uno do los polino- 
mios f, (0), fa (0), f3 (0), 1, (05 
c) determinar que todo polinomio de la forma 


0 Hm o mat" 


es también equidistante de f, (2), fa (0), fa (0). fa {t) y determinar su 
distancia hasta estos polinomios. 

2.4.15*. Un subespacio L y un vector arbitrario z vienen dados 
en un espacio euclideo. Llámaso distancia entre un vector т y un 
subespacio L al número 


plz, L)= infp(z, y). 
ж 


Demostrar que: 


а) la distancia р (z, L) es igual a la longitud de la perpendicular 
bajada desde z sobre Li 

1) el vector del subespacio L, el más cercano а z, es la proyección 
ortogonal do z sobre Z; 

c) para todo y de Z 


Plz +y, L) = p (z, 1). 


2,4.16*. El subespacio Les la suma ortogonal de los subespacios 
L, y La El vector x es ortogonal al subespacio Lx. Demostrar que 


p (x, L) = p (z. Lo). 


2.4.17", Sean a el vector fijado de un espacio euclideo y L el 
subespacio de todos los vectores ortogonales a a. Demostrar que la 
distancia entre un vector arbitrario z y el subespacio Z puede ser 
calculada medianto la fórmula 


pt, =4!@81. 


2.4.18. En el espacio М, de polinomios de grado < n ol produc- 
to escalar se calcula por medio de la fórmula (2.3.1) usando los 


ПА 


coeficientes de polinomios. Hallar la distancia entro el subespacio 
M,_, engendrado por todos los polinomios de grado <n — 1 y 

a) el polinomio t"; 

b) el polinomio 1" + as 129-3 -+ + at + agi 

0) el polinomio al” + an 117-04. ... + atta 

2.4.19. En el espacio M, con el mismo producto escalar (2.3.1) 
se examina el subespacio L de todos los polinomios que satisfacen a 
Ja condición f (1) = 0. Demostrar que la distancia entre un poli- 
nomio arbitrario g (t) y el subespacio L es igual a 
1; 

eig, Ly VAT 

2.4.20*. Un subespacio L y un vector z ostán dados en un espa- 
cio епсїїйеө. Llámaso ángulo formado por el vector z y el subespacio L 
al ángulo mínimo que forma z con los vectores de L. Demostrar que 
el ángulo entre z y Les igual al ángulo entre т y su proyección orto- 

onal y sobre L. Mostrar que entre los vectores del subespacio Z. 
оз vectores de la forma ay, a > 0 y solamente ollos forman el mis- 
mo ángulo con el vector т. 

2.4.21. Demostrar que l 
forma con un subespacio arbi 
Li os igual a л/2. 

2.4.22. Un espacio euclideo E está descompuesto en la suma 
ortogona) de los subespacios Ly, - - -, Ly. Demostrar que para los 
ángulos ал, ..., ар formados por un vector arbitrario z y los su- 
bespacios Lu, - - -, Lp es válida la relación 

costa, + costa, +... + сов? ap = 1. 
Comparar esta fórmula con la obtenida en el problema 2.4.11. 

2.4.23. El subespacio Z es la suma ortogonal de los subespacios 
La y Lx. El vector z es ortogonal al subespacio Ly. Demostrar que el 
ángulo formado por z y Г, ез igual al ángulo comprendido entre z 

Ly: 
alla dr as 
sobre los vectores ур, уз, Ya 

2.4.24. 2=(3, 45, 1, —5); 2.4.25. z = (3, 1, VŽ, —2) 

жэ = (2, 3, —4, 6), n=( —1. 2, 1), 
(i, 8, —2, —16), из = (—1, 2 —2, 1), 
(1, —5, —2, 10). ya =(4, 1, —1, 0). 


suma de ángulos que un vector т 
ario L y su complemento ortogonal 


$ 2.5. Espacio unitari 


Presentación de los problemas del párrafo. Los problemas de osle párrafo 
pretenden, en lo fundamental, repasar los problemas dados más arriba y relacio- 
nados con los espacios euclídeos. Mediante esta recapitulación hemos querido 
mostrar que los hechos esenciales demostrados en el espacio euclideo siguen en vi- 
for también on espacios unitarios arbitrarios. Al mismo Liempo hemos tratado 
o ilustrar también las diferencias entre la teoría referida a un caso real y a un 
caso complejo, en particular, partiendo do teoremas geométricos, Para concluir 
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el párralo describimos el procedimiento de paso de un espacin euclideo а un os- 
pacio unitario (ecomplexilicacións del espacio unitario) y el раза inversn (edes- 
Enmplexificacióna)a 

2.5.1. Demostrar que de los axiomas del producto escalar en un 
espacio unitario se deducen las propiedades siguiente: 

a) (z, yi + ya) = (e 9) + (ж, ya) para cualesquiera vocloros 
(01 espacio unitario; 

b) (т, ay) = 2 (т, y) para cualesquiera vectores т, y del espacio 
unitario y cualquier número complejo ©; 

с) (0, z) = (z, 0) = 0; 


һ А оң 

ч) (È а, D Ви) Ж Y aba и). 

2.5.2. Demostrar que en cualquier espacio lineal complejo se 
puede definir un producto oscalar. 

2.5.3. Introducir un producto escalar en el espacio aritmólico 
complejo С, de dimensión л. 

2.5.4. Introducir un producto escalar en el espacio de polino- 
mios de grado < п con coeficientes complejos, considerado como un 
espacio lineal complejo con operaciones usuales de adición de poli- 
nomios y de multiplicación de un polinomio por un número com- 
plejo. 

2. 


. Demostrar que еп el espacio C, el producto escalar de los 
vectores z = (01, Qp -- + An) е y = (Br, Ba ..., Bn) puede ser 
definido рог la fórmula 


(к Ш) аав aant + antha + 


жамаи ала... алла, 
hajo la condición que 
а) ау=ау para todos i, j; 


а> 2 lauh 
jai 

2.5.6. Demostrar que en las bases ortonormalizadas de un espa- 
cio unitario, y solamente en tales bases, el producto escalar de dos 
veclores z e y se expresa por sus coordenadas mediante la fórmula 

(n= H аб... а,в, 

2.5.7. Demostrar la desigualdad de Cauchy-Buniakovski para 

un espacio unitario 


16 y) P< (s 2 y). 
Deducir la relación 


[žes (51508,8. 


ЖОП “ 


215 Un Y В... Bn son números complejos arbitra- 


..5.8. Demostrar que en un espacio unitario arbitrario el teore- 
та do Pitágoras es justo: si los vectores z e y son ortogonales, en- 
tonces 


lr=yP=1|2P+1y 

Mostrar igualmente que 1а reciprocidad del teorema de Pitágoras no 
es justa. 

2.5.9. Demostrar que los vectores z e y de un espacio unitario 
son ortogonales si, y solamente si, 

Гах + Ву P = [ох |? + 1 Ву 2 

para cualesquicra números a y В. 
10. Demostrar que en caso de un espacio unitario la afir- 
mación del problema 2.4.10 no tiene razón. ¿Cuál de las dos propo- 
siciones que constituyen problema, es incorrecta? 

2.5.11, Demostrar que, por el contrario, la proposición 2.4.0: 


la+yP+io—yP=212+21yP 


es igualmente justa para un espacio unitario. 
2.5,12, Demostrar la igualdad 


46.10) = lz +12120 P HiH y 
—ilz— iy P (2.54) 

2.5.13*. Sean R un espacio real, C, el conjunto de todas las sn- 
mas formales z + iy, donde z€ R, y € R. Demostrar que 

a) si cn el conjunto C las operaciones lineales se definen por las 
fórmulas 

(a + iy) + (т, + iya) = (и +20) + {би + ma), 

Ae + iy) = (a + ip) (к + iy) = (az — Py) + i (ay + Br); 
donde А = æ + 1р св un número complejo arbitrario, el conjunto С 
es un espacio lineal complejo; 

b) ol sistema de vectores ту, - .-, ту del espacio Res lineal- 
mento dependiente o linealmente independiente, lo mismo que el 
sistema de vectores z, + i0, ..., za + ¿0 del espacio C; 

c) la dimensión del espacio С es igual a la del espacio Л. 

El procedimiento descrito de construcción —partiondo de un 
espacio lineal real dado R— de un espacio complejo de la misma di- 
mensión se Пата complezificación del espacio R. 

2.5.14. Sean Л un espacio euclídeo con el producto escalar (т, y) 
y C el espacio complejo obtenido de R por complexificación. De- 
mostrar que: 

a) el espacio C puede ser transformado en un espacio unitario al 
introducir en él un producto escalar mediante la fórmula 


y + йл, Za + iya) = (а. za) + (и, Y) + 
+ ilu, za) — (а, yd; 


b) si ej... ca es um sistema ortogonal de vectores de Л, en cl 
espacio C con el producto escalar indicado el sistema de vectores 


e ‚ © -+ 10 es orlogonal а esle sistema; 
y е, es ппа base ortonormalizada de K, entonces 
а + en 4710 es mna base ortonormalizada de С. 


2.5.15. Complexificar el espacio aritmético real Л, de dimen- 
sión » (con mn producto escalar ordinario). ¿Cuál es el espacio com- 
plejo que se obtiene? 

2.5.46. Sea С nn espacio complejo arbitrario. Demostrar que el 
conjunto de vectores que engendran C pnede sor considerado igual- 
mente como espacio lineal real Л donde а) la adición coincide con la 
adición en C: b) para todo número real æ y todo vector 2 


ca=(a+10)z, 


donde el segundo miembro es el producto del vector z por el número 
а i Жї definido en C. El paso del espacio complejo C al espacio real 
А so Mama descomplezificación del espacio С. 

2.5.17*. Sean С wn espacio complejo do dimensión л y Л еї 
espacio real ohtenido de С por descomplexificación. Demostrar quo 

а) si Zi, . - ., 2x es un sistema linealmente independiente (lincal- 
mente dependiente) de vectores de C, entonces zp izp ..., Zas 
iz, es wm sistema linealmente independiente (linealmente depen: 
беро) de vectores de /2(el producto iz; definido mediante las fór- 
mulas dadas en C es precisamente un elemento de este espacio y, 
por consiguiente, un elemento de A); 

b) la dimensión del espacio R es igual a 2n: en esto caso a toda 
hase + +++ €n del espacio C le corresponde la baso €, icy... 

‚ €n, ien del espacio Л. 

2.5.18*. Sean C un espacio mitario de dimensión л con el pro- 
dincto escalar (z, y) y R un espacio real obtenido de С por descomple- 
xificación. Demostrar que 

a) R puede ser transformado en un espacio enclídeo, al introdu- 
cir en él un producto escalar mediante la fórmula 

tés, 24) = Ве (а, 23): 

b) para Lodo vector z de C los vectores z e iz, considerados como 
elementos del espacio enclídeo obtenido, son ortogonal: 

€) si е, - . ., en es una baso ortogonal de C, el sistema de vec- 
tores ер, 6), >... ĉn, іе, ез una base ortogonal de Л. 

2.5.19. Demostrar que el espacio aritmético complejo С„ de 
dimensión z puede ser descomplexificado haciendo corresponder а 
cada vector 2 = (a, + iĝ, ..., а, + ipn) do Cp el vector (ap, . . 

+2 ms Bis о, Ba) del espacio aritmético real Ran. ¿Qué vector 
de Mtz, corresponde al vector #2? ¿Qué producto oscalar ев inducido 
ет Ran, si еп С. se da un producto escalar ordinario: рага 2 = 
= @,.... An) y ш =(щ,..., Bin) adoptando (2, w) = Мр + 
+ o... Ала? 


Capítulo 3 


DETERMINANTES 


$ 3.0. Terminología y generalidades 

Sea ду, ту, - - n» Tn Un sistema arbitrario de vectores de un es- 

pacio cuclídoo o unitario de dimensión п. Adoplemos 
Ly = О, La = L (z, -- ., xa). 

Designemos por ya la perpendicular bajada desde ху sobre el subes- 
pacio Lar 

Liámase volumen de un paralelepipedo tendido sobre un sistema 
de vectores Za Ze, - ><, Za Al número 


20 l Int (3.0.1) 
єз 


V (Zi Zy 


lis evidento que el volumen de un tal paralelepipedo es nulo si, y 
sólo si, el sistema zi. ха, .... т, es linealmente dependiente. 
Puesto que 

и 1< л» |, Ё=1,...,». 


el volumen de un paralelepipedo verifica la desigualdad de Hadamard 
V (Zy Za, зю] | Та, (3.0.2) 


además, on este caso la igualdad tiene iugar si, y sólo si, entro los 
vectores Ti, Ty »- Zn @хїзїё por lo menos un vector nulo o si 
estos vectores son ortogonales de dos en dos. 

Siguiendo а V. Voevodin damos una definición axiomática del 
volumen orientado V = (ху. т... ~. т„) de un paralelepipedo ten- 
dido sobre wn sistoma de vectores дү. Za, Za. A saber, es no- 
cesario satisfacer las condiciones siguientes: 

1. V £ (д, ть... Za) оз una función lineal de cada uno de 
sus argumentos vectoriales тү, т... Zn: 

2. V E (zr ть... Zn) = O Si el sistema дул... Tn 05 
linealmente dependiente; 

3. Y (а, ea + +, €n) =1 рага una cierta base ortonormali- 
zada ern Car >= ++ Eno 

Se puedermostrar (véase V. Voevodin Algebra lineal, capítulo 4) 
que el volumen orientado de un paralelepípedo existe y su módulo 
es igual al volumen de este mismo paralelepípedo. En particular, 


ЕЯ 


resulta que la condición 
У (к. da. 


ж). 


es necesaria y suficiente para asegurar la dependencia lineal del sis- 
toma de vectores zy. za > Zn- 

Como el volumen orientado está definido no univocamente, para 
obtener el volumen orientado concreto hace falta indicar la haso 
ortonormalizada е, ez. --.. €n. en cuyo caso éste es igual a la 
тайдай. 

Llámase matriz cuadrada de orden п a una tabla numérica cuadra- 
da compuesta de т filas y n column 


Los elementos ау de una matriz A pueden ser números reales o com- 
plejos: las matrices respectivas son llamadas en este caso reales o 
complejas. 

Dicen que los elementos a. азу. - - ., а„„ Constituyen la dí 
gonal principal de la matriz A; los demás elementos ару, ¿5% j, se 
llaman elementos fuera de la diagonal. La matriz, cuyos todos los 
elementos fuera de la diagonal son iguales a cero, se llama matriz 
diagonal. Una matriz diagonal se llama matriz unidad o matriz iden- 
tidad si todos los elementos de su diagonal principal son iguales a Ja 
unidad. Se utiliza igualmente la expresión: diagonal no principal de 
la matriz A; 1а componen los elementos arp, азу... Gng- 

Llámase determinante de una matriz A la suma algebraica do n! 
términos compuesta del modo siguiente: estos términos son todos log 
productos posibles de т elementos de la matriz tomados uno а wo 
dle cada lila y de cada columna. siendo que el término ацо,аа, .. 
+++ Gna, 50 toma con el signo más si el número de inversiones de la 
permutación аз, dz, . . ., а„ es par, y con el signo menos. еп el 
caso contrario. En este caso se llama inversión de los números a; y 
ay a una situación cuando œ; > ay, pero en la permutación ay, - 

+ > +s Фл. а viene antes quo а. En adelante, el determinante dle 
una matriz A se notará | A | o det A. 

Si las filas de una matriz А se consideran como vectores de un 
espacio aritmético de dimensión », el determinante det А по es sino 
el volumen orientado de un paralelepípedo en este espacio; la basa 
ortonormalizada correspondiente es la base natnralI(1.0.4). De esto 
se deduce lo siguiente: 

4) det А es una función lineal de filas de la matriz А; 

2) det A = 0 si, y solamente si, las filas de la matriz A son 
linealmente dependientes. Una matriz so Пата singular si su do- 
terminante es igual a cero y no singular en el caso contrari 


3) el determinante de una matriz по se cambia si 
la añade wna combinación lineal de otras filas. 

4) en una pormntación de dos filas nn determi 
signo. 

Llámaso transposición de una matriz A a una transformación de 
зда tal que sus filas pasan а ser colnmnas del mismo Índice, es de- 
cit, al paso a la matriz transpuesta 


na fila so 


pte cambia su 


an аң. 
Ат =з Ca 


; (3.0.3) 


asu fgn- ann 


în mna transposición ol determinante de la matriz no se cambia: 
del A = det AT. De aquí resulta que Jas propiedades dol deter- 
minante formuladas más arriba para las filas de wwa matriz «ап 
igualmente justas para sus columnas. 

Fijemos en la matriz A k filas cualesquiera de índices й, in, + 

+ la y k columnas do indices jı. ja. -- -. Ja. La intersección de 
ostas filas y columnas forma una matriz de orden / cuyo determi- 
nante se llama menor de orden k de la matriz A (o de sn determinan- 
te). En particular, los elementos ау son menores de orden 1. Si hace 
falta indicar la posición de un menor en la matriz A se utiliza la 
notación 


E 
мел E > АУ (5.0.4) 
Ji daa 
Si en este caso los Índices de filas coinciden con los de columnas 
escribimos más brevemente А (iis . . - 4) 
Suprimiendo en la matriz А las filas de Índices i, . - ~. tx y los 
columnas de Índices jy, - . ., ja зе obtiene el menor de orden n — k 


llamado menor complementario del menor (3.0.4). Llámase comple- 
miento algebraico del menor (3.0.4) a su menor complementario to- 
mado con el signo (—1)'M, donde 


зч = ++ +++ +... +} 


El complemento algebraico (cofactor) del elemento а; зе nota Ауу. 
Tiene lugar el teorema de Laplace. 

Teorema de Laplace. Sea A una matriz de orden n. en 1а cnal 
езшп elegidas arbitrariamonte / filas (о k columnas). 1 < < n — 
— 1. En oste caso olfdeterminante det А os igual а la suma de pro- 
ductos do todos los menores de orden k contenidos en las filas elegi- 
das, por sus complementos algebraicos 

Las fórmulas siguientes de desarrollo de un determinante segin 
una fila 

anda ааба +... + amin = det А, 


andn авд H dindin 0. i 


(3.0.5) 


som wn caso particular del teorema de Laplace, Claro está que fór- 
mnlas análogas de desarrollo de un delerminante según una columna 
son igualmento justas. 

Hagamos unas notas más sobre los métodos do cálculo de deter- 
munantes utilizados en el presente capítulo. 

Como muestra el método de Gauss descrito en el $ 1.0 este méto- 
do transforma una matriz cuadrada en una forma triangular. En 
virtud de las propiedades 3 у 4 del determinante indicadas más 
arriba, las transformaciones utilizadas con este fin pueden cambiar 
solamente su signo. En lo que se refiere al determinante de una ma- 
triz de forma triangular, éste (véase 3.1.8) es igual al producto de los 
elementos de la diagonal principal. Precisamente оп esto consiste la 
aplicación dol método de Ganss al cálculo de determinantes. Los 
abivorsos aspectos de este método se disentirán detalladamente en с] 
$24 

Describamos ahora el método de relaciones recurrentes que puedo 
ser utilizado para calentar los determinantes de tres diagonales de 
la forma 


(3.0.6) 


LExsaminemos el conjunto s de sucesiones numéricas infinitas 
2 = (а ap -o -e а...) 83.0.7) 


complejas, para mayor certeza. Las operaciones lineales sobre estas 
sucesiones se determinan por las relaciones: 
1) Az = (бюл. Ул... Àa, di 
2) si y = (Pro б... Bn. » - -). Entonces 
t +y m (а + Bo + e Aa + Pas + 0) 


Está claro que en este caso s se convierte en espacio lineal. 

Un subespacio de s оз mn conjunto F de todas las sucesiones 
(3.0.7) enyos elementos verifican la relación recurrente o la ecuación 
en diferencias de segunda arden: 


ам = Pan + дааа. п = 3, 4... (3.0.8) 


р. q son números fijos, q 9: 0. Es fácil vor que la dimensión de 
subespacio F es ignal a 2. Mostremos cómo se construye la base de 
este subespacio. 

Compongamos según los coeficientes de la relación en diferen- 
cias (3.0.8) una ccuación algebraica (llamada ecuación característica) 


P=pr—=9=0, 


Son posibles dos casos: 
3. Las raíces de la ecuación característica A, y А, son distintas 
е casa la hase del subespacio F está compuesta de dos suce- 


2. La ccunción característica tiene una raíz doble А. Ёп este ca- 
so serán la base de F las sucesiones: 
=P. 1, 
а= (1, 2А, 3%, MM, ... 
Toda sucesión (3.0.7) perteneciente a F puede ser desarrollada 
según Ja hase e. е: 


х= се, + Car 
En componentes esta relación se escribe así: 


а =c ATH 3 


para el caso 1 y 
ap me An H en чєй! 
para el caso 2. 

Las coordenadas су y ez de la sucesión z pueden ser calculadas 
utilizando solamente sus dos primeros componentes. Éstos son la 
solución del sistema de ecuaciones lineales 

Эме + da ол, 
Ме + М = a, 
м + а =, 
Ae, + 20, = о, 
según sea el caso considerado. 


Volvamos al determinante (3.0.6). Desarrollándolo según la últi- 
ma fila obtenemos 


Dn = ар. — Daan =3,4,..., 
es decir, una relación recurrente de segundo orden. En este caso 
р,=а, 
Dy=0*—be 
y se puede aplicar la construcción descrita más arriba. 


A+ ezn) 


o bien 


$ 3.1. Dolivición y propiedades elementales 
de los determinantes 


Presentación de los problemas del párralo. Este párrafo contieno la colec- 
ción clásica de los problemas relerentes a la dofíaición y las propiedades plemen- 
tales de los determinantes. Tenomos en cuenta las propiedades lineales, la inva- 
risción en la transposición, el cambio de sigan cu la permutación de filas (co- 
паз), da igualdad a cero del determinante cuyas filas (columnas) son lineal- 
mente dependientes. 
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¿Forman parte del determinante de orden 7 los productos de 
elementos cilados más abajo? 51 ła respuesta es afirmativa. ¿e 
es su signa? 

3.0.1. аазатй 252012349128. 

3.1.2. аззаз4у:4 10010120450 
Anarion 
LA. азааза4айазйузй зай. 

1:5. Completar el producto de los elementos 22204344007 
de un determinante de orden 7 para obtener uno de sus términos: 
con el signo más; b) con el signo menos. 

3.1.6. Hallar la relación entre los índices de elementos de un 
determinante que se encuentran: a) sobre la diagonal principal; 
b) por arriba de Ja diagonal principal; с) por abajo de la diagonal 
principal. 

3.1.7. ¿Cuál es el signo del producto de elementos de la 
principal en un determinante de orden n? 

1.8. Aplicando solamente la definición calcular el determi- 


iagonal 


а.0 0... 0 
an аа # >. 0 
‚к Жи ЖШ сы E [+ 


Gni йез Gns 000 Gna 


1.9, ¿Cuál es la relación entre los Índices de elementos ile un 
determinante de orden т que se halla: a) sobre la diagonal no prin- 
cipal; b) por arriba de la diagonal no principal; с} por abajo de la 
diagonal no principal? 

3.1.10. ¿Cuál es el signo del producto de elementos de la diago- 
nal no principal en un determinante de orden л? 

3.1.11. Partiendo de la definición calcular el determinante 


Aplicando solamente la definición calcular los determinantes 
siguientes: 


3.4.12. J040... 0J 3.443. 010 
pe 100 

С 22.000 

10 0...001 
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3.1.44*. 


3.4.15. 


cose ... — sen p i-ésima fila 


seng... ` соз jrésima fila 


1 
sima columna j-ésima columna 


Los elementos no indicados aquí de la diagonal principal son igna- 


les a uno, 
3.1.16. 


los demás elementos son nulos. 
Mostrar que si en un determinante de orden 1 más de 


12 — n elementos son nulos, el determinante mismo es igual a cero. 
Calcular los determinantes aplicando solamente la definición: 


3.1.17. 


3.1.19. 


3.1.20. 
k+l>n 


0001 3.1.18. 0051 


0002 0062 
0003] 0073|* 
1234 1234 
0051 
0062 
5673|" 
1234 


Demostrar que si en un determinante de orden п para 
en la intersección de ciertas k filas y 1 columnas so hallan 


los elementos nulos, el determinante es igual a cero. 


Hallar 


el múmero máximo posible de términos по nulos del 


determinante de orden n de la forma siguiente: 


E] 


34.24. ja 0 0 


ооо 
ооо .. 
3.1,22*, | a, b, 0 
в 07 dy 
0 ca as 


000...а,. 
000... 
3.1.23". jan аы аз. 
ат Uy Шы. 
0 аз аз 


0 0 Oo. aaron Ent n 
0 алла Gnn 


determinante de orden л con los elementos que con- 
inomio situado en orden de 


Presentar 
tienen la incógnita t con la forma de pe 
¡lecrecimiento do los grados de t: 

3.1.24. [—£ 0 0... 0 aj 


ар а. ау... ац аі 
Determinar el grado que tienen los determinantes de orden n 
siguientes como polinomios de 6: 
3126. |ay+t an -Gym 


аы att 


3.0.27. [antt antt 


а 
3.1.28*. ¿Es siempre de grado n el determinante de la forma 
Autint antbat ~- а 
antbnt аа с. tan bat 


ан Бы an+ bnt ... ann ба 


como polinomio de Ja incógnita ? 

3.1.29*. Hallar la condición necesaria y suficiente para que el 
determinante del problema precedente tenga como polinomio de 
£ un grado inferior а п. 

3.1.30. Hallar el término independiente del polinomio del pra- 
blema 3.4.28. 

3.1.31. ¿Cómo cambiará un determinante con los chemen- 
tos complejos si cada de estos elementos se reemplaza por un 
número conjugado? 

3.1.32. ¿Cómo cambiará un determinante de orden н si todos 
sus elementos cambian de signo? 

3.1.33. Cada elemento de vn determinante de orden л está 
multiplicado por el número а. ¿Cómo cambiará el determinante? 

3.1.34*, ¿Cómo cambiará un determinante si cada uno de sus 
elementos пу, se multiplica por a™ y с) número œ es diferente de 
сего? 

3.1.35. El lugar del elemento а де un determinante se llama 
par o impar según que la suma і -+k sea раг o impar. Demostrar 
que el determinanto no se cambiará si se cambian los signos de Lodos 
sus elementos situados en los lugares impares; pero зі se cambian los 
ignos de los elementos situados en los lugares pares, el determinante 
no cambiará de signo si es de orden par y cambiará de signo si es de 
orden impar. 

3.1.36*. Un determinante se llama antisimétrico sí sus clemen- 
tos, simétricos respecto a la diagonal principal, son de signo dife- 
rente, es decir, ay; = —ау para todos los Índices і, ў. 

Demostrar que el determinante antisimétrico de ordenfimpar es 
igual a cero. 

3.1.37*. Demostrar que el determinante, cuyos elementos, s 
métricos respecto a la diagonal principal, son números complejos 
conjugados (es decir, ау = аң para todos los índices і, j), es un 
número real. 

3.1.38. ¿Cómo cambiará un determinante de orden » si sus fi- 
Jas están escritas en el orden inverso? ¿Cuál elemento del determi- 
nante inicial estará en el lugar de i, } del muevo determinante? 
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3.1.39. Hallar o] clemento de un determinante de orden n si- 
métrico al elemento а respecto al «centro» del determinante. 

3.1.40. ¿Cómo cambiará un determinante si cada uno do sus 
elementos se reemplaza por un elemento simétrico al elemento dado 
rospecto al «centro» del doterminante? 

3.1.41. Hallar el elemento de un determinante de orden n si- 
métrico al elemento ау respecto a la diagonal no principal. 

3.1.42. ¿Cómo cambiará un determinante si cada uno de sus 
elementos зе reemplaza por ún elemento simétrico al elemento dado 
respecto a la diagonal no principal? 

3.1.43*. ¿Cómo cambiará un determinante de orden n si su 
matriz gira a 90* sobre su centro? 

Resolver las ecuaciones cuyo primer miembro se escribe con la 
forma de un determinante: 


3.144. | 1 2 3 


лу 2 3 4 
A E 
1 3+1 44t 5+2 
1 —з3 —4—5 
Calcular los determinantes siguientes: 


3.1.46. | Y, жи, -o Zin 
тп лиз o- Tea 
Enya Inya Enya | 

1 2 э 

BAAT. | npt n42? ..2п 


3.1.48. Soan f, (0, - 
n — 2. Demostrar que p: 
el determinante 


1, (Ù polinomios de grado no mayor de 
а los números arbitrarios а. су... an 


Ма) fla) ... falan) 
fala) fala) --- falan) 


Tala) falaa) -.. (а) 
es nulo 
3.1.40. ¿Do qué modo cambiará un determinante si a) de cada 
fila exceplo la primera se resta la fila precedente; b) de cada fila 


“ 


empezando por la segunda se resta la fila precedente. restando at 
mismo tiempo de la primera fila Ja fila que inicialmente sr conside- 
raba última. 

3.1.50. Demostrar que un determinante arbitrario es igual a la 
semisuma de dos determinantes, uno de los cuales ha sida obtenido а 
partir del determinante dado añadiendo a todos los elementos de 
la izésima fila el número Б y el otro ha sido obtenido de пп modo 
análogo añadiendo a los elementos de Ja i-ésima fila el número —. 

Calcular los determinantes siguientes representándolos par la 
forma de una suma de determinantes: 


3.1.51. | 1+xy аи, у. 1+ 
Жаы Aba ... ауа 


Тель 1+... AZ 
соз (ар) соз(а,—Б,) ..- 
соз (а,— Ві) соз (а, — В.) .-. соз(а,—„) 


соз (а, — В) соз(а, 03) ... 
3.1.53*, | Lx тың 
эм 14 


Fathi Inda 
3.4.54. 1—20} m, ... — lil 
20у, 1—24 


ww, — waw, ... 1—2и% 
donde wojt... Бий 1. 
3.1.55. Los números 20604, 53227, 25755, 20927 у 78421 se di- 
viden por 17. Demostrar que el determinante 
20604 
53227 
25755 
20927 
78421 


también se divide por 47. 
3.1.56. Todos los elementos del determinante Д son funciones 
derivables de una variable 2. Demostrar que para la derivada de este 


СЯ 


determinante considerado como función de £ es válida la fórmula 
a (2) aha (0) ... ain (t) 
aa a | 


вм() ana(t) --- aan (0 


Ault) anli) + а (0) ан) aalt) (0) 
OT A CE CN 
(0 а, (0 + nn (2) a (0) 052 (1) + An (0 


3.1.57. En la definición del determinante excluir la elección 
de signos delante de sus términos, es decir, examinar la función 
siguiente de elementos de la matriz А: 


р(Ау= 


‚Жо ааш, --- ан 
А 


donde los Índices jy, ў, - - -» Ja recorren todo el conjunto de per- 
mutaciones de números 1, 2, . . .. л. Esta función se llama per- 
manente. Demostrar que lo mismo que un determinante. una per- 
manente verifica las propiedades siguientes: 

а) si todos Jos elementos de una fila arbitraria de una matriz А 
so multiplican por un número æ, іа permanente también se multipli- 
ca por este número; 

b) si todos los elementos de la {-ёзїта fila de una matriz A 
son sumas 


а yten j 
ln permanente de Ja matriz А es igual a Ја suma de permanentes de 
dos matrices que difieren de A en la ¿-ésima fila; en una de olla 
Jos clementos de esta fila son iguales a los números by, en la otra son 
iguales а los números су. 

©) al transponer la matriz el permanente no varía; 

d) el permanente no cambia al permntar las filas (o las colnm- 
nas) do la matriz. 

Construir ejemplos que muestren que nn permanente puede ser 
diferente de cero, si las filas de la matriz son linealmente depen- 
dientes, y ser nula para una matriz con las filas linealmente inde- 
pendientes. 


$ 3.2. Menores, complementos algebraicos y teorema 
de Laplace 


Presentación de los problemas del párrafo. El contenido de este párrafo es el 
siguiente: 

Problemas referentes a la determinación del menor, menor complementario 
y del complemento algebraico (cofactor). Aquí mismo se determinan los deter- 
Ininantes adjunto y asociado у se examinan algunas de sus propiedades. 


вз 


¿te iomplos de aplicación del teorema do Laplace incluyendo los problemas de 
cálculo. 

Ejercicios de aplicación dol método do relaciones recurrentes eserita en la 
introducción del capítulo, para calcular determinantes diagonales. 


3.2.1. En un determinante de orden л hallar: a) el número do 
menores de orden k contenidos еп k filas fijadas; b) ol número de to- 
dos los menores de orden К. 

3.2.2. Sean M un menor arbitrario de un determinante de orden 
n, М", el menor complementario. (—1)'и М”. cl cofactor del menor 
М (aquí sy es la suma de índices de las filas y las columnas del do- 
terminante, en las cuales se encuentra el menor M). Mostrar que el 
cofactor del menor М" es igual а (— 19M. 

3.2.3. El menor que está en la intersección de % filas у k co- 
lumnas de los mismos Índices de en determinante se llama menor 
principal de orden k. Calcular el número de menores principales de 
ordon k de un determinante de orden л. 

3.2.4*. Hallar las expresiones para los coeficientes del polino- 
mio f (f) dado por el determinante 


anttan -am 


ам Ang +++ Ann 


3.2.5. Calcular el número máximo posible de menores no nulos 
de orden Е en las primeras k columnas del determinante casi trian- 
gular do orden п. 


ац а» ©з... Arni Gin 


3.2.6. Sea D un determinante de orden n (z > 1). El determi- 
таме D’ obtenido a partir de D reemplazando cada elemento ау 
por su complemento algebraico (cofactor) A; se Патша adjunto а D- 
El determinante D” obtenido a partir de D sustituyendo cada ele- 
mento ауу por su menor complementario М.у se Паша asociado а Р. 
Mostrar que D' =D”. 


в“ 


3.2.7. Demostrar que si un determinante D es simétrico (es de- 
cir. si sus elementos simétricos respecto a la diagonal principal son 
iguales), el determinante adjunto D’ es igualmonte simétrico. Una 
afirmación análoga es válida para el determinante asociado D”. 

3.2.8. ¿Es correcta la afirmación: si un determinante D es anti- 
simétrico su determinante adjunto D’ también lo es? 

3.2.9*. Mostrar quo un determinante adjunto al determinante 
triangular del problema 3.1.8 tiene la forma 


An Ay Аз... Ain 


3.2.10*. Hallar la relación entre la magnitud de un determi- 
nante triangular de orden л y la magnitud йе su doterminante 
adjunto. 

3.2.11*. Determinar cómo cambiará cl determinante adjunto D’ 
si en el determinante D dado de orden п: 

_ а) se multiplican todos los elementos de la ¿-ésima fila por un 
número а; 

b) se permutan la ¿ésima y la j- 

с) se adjunta a la j-ésima fila la 
un número arbitrario a; 

d) se transpone el determinante D. 

3.2.12. Mostrar que el desarrollo de Laplace de un determi- 
nante de orden » según k filas (columnas) cualesquiera coincide con 
su desarrollo según las demás л — k filas (columnas). 

3.2.13. Demostrar que si en un determinante de orden n todos 
los menores de orden К {k < п) son nulos, los menores de orden su- 
perior a k son también nulos. 

3.2.14. Demostrar que en las primeras k columnas del determi- 
nante casi triangular 


ima filas; 
ésima fila multiplicada por 


а .-. Ола Os + а 
е аа 
0° 0 annn + ünn 


entre los menores de orden k solamente el menor principal puede ser 
diferente de cero. Hallar el desarrollo de Laplace de este determi- 
manto según las primeras k columnas. 

3.2.15*. Se sabe que en las primeras k columnas de un deter- 
minante d de orden л el menor principal de orden k es no nulo y que 
Jos demás menores de orden k son nulos. Demostrar que d tiene la 
Torma de 3.2.14. 


э-н! СУ 


Aplicando el teorema de Laplace calcular los determinantes: 


төө 
G ] 
==. Sus 
po 
Sodoma 
ooo» Өз», 
1 „үз 2 S00-a.- 
остао 
ечен mao oranoo 
КЕЛ ! amooo 
mao nooo a момо сеч оооо 
nanao | ! | a 
атас "sen anpros 8 
теоос 1 a Al 
& % 
Б 
5 ї 
Ы 8 Я 
ч ч $ 
М Pi S Socoo- 
Fon guocna 
ES : : Sanar 
> э. ERE 
RTRT ocss nosom arenos $ ES 
aro. omoro Arnmmoo JOMA =y 
asgo sosos nomos mawwoo о осм 
E nomon onono юочоосс 
nos Sonan zenc amoooco -ooocon 
5 E а 8 ра 
Бі S a bo a 
е ” © 5d e 
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3.2.27. Demostrar que 
а) fân а КЕБА а, С, пал iy па 


САИТУ 


Ama Orna 


ке ` м 


~+- Monsanto Gan, an 


Яза Ginet Az, я-а Az, тэт а Anan 
зл, а ан. а+11 Danone nte T faussi aniran 
{ан an s anna Gim Onan Gnas + 

0 а x 


амат с 


o эз 
5 Чал: Mza [ 
voo Gant быт 
8:0 ГА 


SS 


алза, znt Ansa, 2n 


Grn, за 


ан айы: а на) 


азэз.т Anta nsa 


Aniss ntt nss 
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s 


e) |an 0 an0 


00.0 by 
вы 0 а. 0 
0 00 ba = 
amO а 0 
O 0.0 ba 
аа an ан | jdu б bin 
а) [a ба Dan 
ам без... бал} [bas ба: --- бат 


Aplicando el teorema de Laplace calenlar los kleterminantes 
translormándolos de antemano: 


3.228. | 3111] 3.2.291 9 тот 
2111 з 686 
-8595|' —9 —7 97 
—411774 —8 —65 6 

3.2,30.| 6 8—9 —12| 3.2.31. 1213 185 162 137 
4 6—6 —9 344 157 295 106 
-3—4 6 8 419 418 419 418 
-2—3 4 6 417 416 417 416 

3.2.32.| 8 10 3 1 4р 3.233. [123 4 5 
TEATE 47678 
1-2 2 1 Ji 2591011 
2 5-4-2-6 591 4 4 
1256539 9123 4 

32.34.01 1141] 3285. [211113 
101123 ез 
110136 112311 
100200 1134141 
010030 131141 
001004 311114 


3.2.36. Demostrar que para los permanentes (véase el proble- 
ma 3.1.57) tiene lugar un teorema análogo al de Laplace: si on una 
matriz cuadrada А de orden n se fijan k filas (columnas) (1 < k < 
< п — 1). cl permanente de la matriz А es igual а la suma de pro- 
ductos de los permanentes de todas las submatrices de orden К si- 
tuadas en estas filas (columnas) por los permanentes de las subma- 
trices complementarias (de orden n — К). 


© 


Aplicando el método de relaciones recurrentes calcular los de- 
torminantes de orden л aducidos a continuación: 


3.2.37. 


3.2.39. 


3.2.40. 


3.2.41. 


3.2.42. 


3.2.38. [7 6.0... 
276. 
027. 


000. 


оооо 


0 


СУ 


оо о ооо 12 
3.2.45. Demostrar la igualdad 
cosa 1 о „00 
i 2cosa 1 + k.i 
0 1 2соза... 0 0 
. Е х =cos na. 
о о O ` 1 2cosa 


3.2.46. Hallar la relación recurrente entre los polinomios de la 
sucesión fo (A). fı (X). fa (A). - > -. fa (A), donde fa (A)=1 y el po- 
linomio f; (А) (1 < 1 << п) es el menor principal de orden і formado 
por las п primeras filas y п primeras columnas del determinante 


EIA 8 o o 
с koi h 0 0 
UA baa @ o 
оо о агт 
оо о Рае 


$ 3.3. Delerminantes y volumen de un paralelepípedo 
en un espacio cuclideo 


Presentación de los problemas del párrafo. Aquí establecemos ciortas pro- 
рїедайея do los determinantes y los volúmenes de paralelepípedos en un espacio 
cuclídeo o unitario de dimensión л utilizando las relaciones naturales que exis- 
ton entre ellas. Así, el determinante de una matriz cuadrada de orden nes иш 
volumen orientado de un paralelepipedo tendido sobre un sistema ordenado de 
filas (o columnas) de esta matriz consideradas como vectores del espacio aritmé- 
tico correspondiento, y el módulo de este determinante con el volumen de 
Este mismo paralelepipedo (véase V. Voevodin «Álgebra lineals. capitulo 4) 
Esta relación permite, en particular, aplicar a los determinantes la 
айй de Hadamard, y'olrocer la eitipación de las, magnitudes de 
los determinantes relacionada con ella, es decir, evaluar los volúmenes. 
Estudiamos también los determinantes de Gram y establecemos la correspon- 
dencia entro éstos y los volómenes, AÍ final damos unes cuantos Problemas 
ue ilustran la estabilidad de un determinante ortogonal y la inestabilidad 
Че ип determinante en el caso general. 


т 


3.3.1. Sean ay, aa, - - -, an un sistema ordenado de filas de un 
determinante d de orden n (estas filas se consideran como vectores de 
mn espacio aritmético de dimensión n); by, В... -. ba un sistema 
obtenido a partir de пу. az; - - -, а, por ortogonalización. Demos- 
trar que el determinante С, cuyas filas están constituidas por los 
vectores bh. by, - - - ba. es igual al determinante d. 

3.3.2. Demostrar que el determinante es igual a cero cuando, 
y solamente cuando, sus filas (columnas) son linealmente depen- 
dientes. 

3.3.3. Sea d un determinante de orden л: 


Gni йау... Ann 
n existente entre el módulo de un dotermi 


Aprovechando la relaci 
nante y el volvmen de un paralelepípedo en un espacio aritmét 
demosirar que se verifica la desigualdad de Hadamard: 


(3 т) (à ы)“ . (3 кыр)" * 


3.3.4. Demostrar que la desigualdad de Hadamard deviene igual- 
dad si. y solamente si, sea las filas del determinante son ortogonales 
de dos en dos, sea todos los elementos рог lo menos de una fila son 
iguales a cero. Una afirmación análoga es válida para las columnas 
del determinante. 

3.3.5*, Demostrar que si todos Jos elementos пуу de un determi- 
nante d de orden n están acotados en módulo por el número М: 
Ім. 

a) el módulo del determinante d по excedo Аї"п"; 

b) esta estimación se obtiene para los determinantes con ele- 
mentos complejos para cualquier п; 

с) para los delerminantos con elementos reales esta estimación 
se obliene si п es un número de la forma п = 2”. 

3.3.6*. Demostrar que el máximo f, de módulos de los determi- 
nantes de orden л, todos los elementos de los cuales son números 
reales pertenecientes al segmento [—4, 41, coincide con el máximo 
En de módulos de los determinantes cuyos olementos toman sola- 
mente los valores 1 y —4. 

3.3.7*. Sea һ„ cl máximo de módulos de los operadores de orden 
n compuestos de ceros y unidades; g, tiene el mismo sentido que en 
el problema 3.3.6. Demostrar que para los números g, y Je, las reia- 


ciones 
haai Sha < En L En 2771, 


son válidas. Notar, en particular, que el número g, se divide en 
Pa 


т 


3.3.8, Demostrar aplicando la desigualdad de Hadamard y las 
desigualdades obtenidas en el problema 3.3.7 que para los determi- 
nantes de orden 3: 

a) ha = 2: 

b) ga = й. 

Notar que del resultado de b) se deduce que la estimación de la mag- 
nitud de un determinante dada en el problema 3.3.5 a), no so ob- 
tiene para los determinantes de orden 3 con elementos reales 

3.3.9*. Reforzar la estimación dada en el problema 3.3.7 y de- 
mostrar үче 


СОРА 


3.3.10". Hallar el número g, y el determinante con los clemen- 
tos 1 y — 1. igual a gs. Notar que la estimación del problema 3 3.5 
з) по se obtiene para los determinantes de orden 5 con elementos 
reales, 

3.3.11*. Demostrar que si en los datos del problema 3.3.5 todos 
los elementos a,y de nn determinante d son reales y no negativos, el 
módulo de d verifica la estimación: 


MSI, 


3.3.12. Formular los resultados de los problemas 3.3.5—3.3.11 
atribuyéndolos а los volúmenes de paralelepípedos, 
3.3.13. Llámese determinante de Gram de un sistema de vectores 


жү, Za > - +, Za de un espacio euclídeo (o unitario) al determinante 
(кө а) (E л)... (т, жь) 


(хә B) (а 74) -o (ль Ta) 


A m 
(а. 5) (ае Ta) +- (шә 29) 


La matriz de éste se Пота matriz de Gram del sistema de recto- 
TE tn La -+ + 2а 

¿Qué forma y valor tiene el determinante de Gram si: 

4) el sistema z, ... ту es ortogonal; 

b) Ja cápsula lineal de los vectores zy, - .., т; (1< L< k) es 
ortogonal a la cápsula lineal de los vectores Tiss, ..., т? 

3.3.14. ¿Cómo cambiará el determinante de Gram de пп sistema 
de vectores zi, ..., ту Si: 

a) se permuta dos vectores тү y ту; 

b) algún vector del sistema se multiplica por el número а; 

+ c) al vector тү se le suma el vector z; multiplicado por el nú- 
mero В? 

A continuación, deducir que las transformaciones elementales 
del sistema de vectores лү, . . ., za no perturban la igvaldad o de- 
sigualdad a cero del determinante de Gram. 

3.3.15*. Demostrar que un sistema de vectores Ty, +. ., ть de 
un espacio enclídeo (o unitario) es linealmente dependiente si, y 


n 


solamente si, el determinante de Gram de este sistema es igual a 


.3.16*. Un cierto menor principal М de orden т, m < k de un 
determinante de Gram G (ту, - - -, Za) оз igual а cero. Demostrar 
аме en esto caso todo otro menor principal que orla el menor Af es 
igualmente nulo. (Dicen que el menor Af, erla el menor Al, si la 
matriz del menor M; contiene la matriz del menor Af, como wma 
submatriz.) En particular, el determinante mismo G (2, ... лу) 
es nulo. 

3.3.17. Demostrar que el determinante de Gram de un sistema 
de vectores zı, - -., za no cambia si algún vector de este sistema 
se sustituye por una perpendicular bajada de este vector sobre la 
cápsula lineal de cualquier otro vector de este sistema. 

3.3.18*. Sean д, - - .. za tm sistema arbitrario de vectores de 
un espacio euclídeo (о unitario); уу... -, Ya un Sistema ortogonal 
obtenido aplicando Ja ortogonalización a los vectores zy, - --, ду 
Demostrar que 
баз... а) = бф, а) = ly Ply Po In P 
Utilizando este resultado establecer la relación entre cl determinan- 
te de Gram del sistema de vectores zy, ..., Za у el volumen del 
paralelepípedo tendido sobre este sistema 

3.3.19. Demostrar que el determinante de Gram G (zı, - - ., 24) 
es nulo si el sistema de vectores zy, . . ., ту es linealmente depen- 
diente, y es positivo si este sistema es linealmente independiente, 

3.3.20. Sean А una matriz cuadrada arbitraria de orden п, real o 
compleja; а, ..., а, las filas de esta matriz consideradas como 
vectores del espacio aritmético correspondiente; G (0, - - ., а,), el 
determinante de Gram de este sistema (se considera ordinariamente 
que para el espacio Ra el producto escalar dle Jos vectores r 


= (жщ... ad е y = (В... -. Ba) viene dado por la fórmu- 
la (22.4) y para el espacio С„, por la fórmula 
(2, у=, ... ов, (3.3.1) 


Demostrar que 
]det A [>= б(а,..., аһ). 


3.3.21*. Verificar que las propiedades del determinante de Gram 
establecidas en los problemas 3.3.13—3.3.19 pueden ser demostradas 
sin recurrir a la desigualdad de Cauchy-Buniakovski basándose sola- 
mente en los teoremas de la ortogonalidad de vectores y deducir esta 
desigualdad de la no negatividad del determinante de Gram. 

3.3.22. Demostrar que el elomento máximo en módulo de wn de- 
terminante de Gram pertenece a la diagonal principal de este deter- 
minante (si estos elementos son varios, por Jo menos uno de ellos 
pertenece a la diagonal principal). 

3.3.23. Demostrar que la distancia de un vector z de un espacio 
enclídco (o unitario) respecto al subespacio lineal Z tendido sobre un 
sistema de vectores linealmente independientes ху, - . -, za puede 
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sor calculada mediante la fórmula 


3.3.24. Demostrar la desigualdad de Пайатагӣ para los deter- 
minantes de Gram 


Gl. 2 SRP a Ё. 
Mostrar que la igualdad se obtiene aquí si, y solamente si, los ves 
tores Zy, . - ., za son ortogonales de dos en dos о por lo menos uno 
de estos vectores es igual а cero. 
3.3.25*. Demostrar la generalización siguiente de la desigual- 
dad de lladamard para los volúmenes de paralelepípedos 


Vle coo Zo Zien oee SV (Za ..., B) (us ..., л), 


donde por Y (. . .) se designa el volumen de un paralelepipedo tendi- 
do sobre el sistema de vectores correspondiente. 
Mostrar qme la igualdad se obtiene si, y sólo si, 


Li=l+A... 


о por lo menos uno de los subsistemas тү, ..., хл улуы, -... Ta 
ез linealmente dependiente. Enunciar la propiedad correspondiente 
Че los determinantes de Gram. 

3.3.26. Sea тү... ., ть, 7a тп sistema de vectores linealmente 
independientes de пи s euclideo (o unitario). Demostrar que 
para todo vector 2 es válida la relación siguiente de los volúmenes 
de paralelepípedos: 


б 2) =0, i =14,. 


) 


A RE] 


y de aquí deducir la propiedad correspondiente de los menores prin- 
cipales del determinante de Gram. 

3.3.27". Sea лу, ..., ту un sistema de vectores arbitrario. De- 
mostrar la desigualdad 


VA (а, ss ээ, V (Ego + -+ ра нне «50. 24). 


Aclarar el sentido geométrico de esla desigualdad. Enunciar la pro- 
piedad análoga de los menores principales del determinante de Gram. 
с 3.3,28*. Sea zı, . . ., ту un sistema de vectores ortonormaliza- 
do. Demostrar que para lodo vector e de longitud inferior a 1 valen 
los desigualdades 


1 SV (а, o- o Zn Zen o а) 406 Re 


3.3.29. Un determinante se llama ortogonal si sus filas conside- 
radas como vectores de un espacio aritmético forman un sistema 


T 


ortonormalizado. Reformular la afirmación del problema 3.3.28 para 
los determinantes ortogonales. 

3.3.30*. Interpretando el módulo de un determinanto de orden 
п como wn volumen en un espacio aritmético de dimensión n aclarar 
el sentido geométrico que tienen los módulos de los menores de orden 
k (k < n). 

.3.31. Demostrar 

a) aplicando la designaldad de Hadamard para los determinantes 
(véase el problema 3.3.3) 

b) partiendo de la interpretación geométrica de los módulos do 
los menores (véase el problema 3.3.30) que los menores do cual- 
quier orden de un determinante ortogonal no sobrepasan en módulo 
la unidad. 

¿Es correcta una afirmación análoga para el caso de determinan- 
tes arhitrarios iguales en módulo a la unidad y que no son ya deter- 
minantes ortogonales? 

.32. Mostrar que el determinante de orden л 


120...00 


(3.3.2) 


puede ser anulado perterbando nn cierto elemento igual а 2-0-» 
en módulo. Calcular esta perturbación. Asociar este resultado a la 
pregunta del problema precedente y dar una explicación geométrica. 


$ 3.4. Cálculo de determinantes por el método 
de eliminación 


Presentación de los problemas del párrafo. En el presente párrafo examina- 
mos diversos problemas relacionados con el método de Gauss aplicado al cálen- 
lo de determinantes Aquí damos cuatro geupos de problemas sohre los temas 
guientes: 

Relación existente entre los clementos de determinantes obteninos en dife- 
tentes etapas de la reducción ala forma triangular у los menores del determinan- 
te inicial, 

Problemas para asimilar los hábitos prácticos en la aplicación del método 
de Gauss, 

Aspectos de cálculo del método de Gawss—número de operaciones aritméti 
cas, necesidad de controlar el crecimiento de elementos durante la reducción— 
con este fin se utilizan diferentes procedimientos de permutaciones, 

Aplicación del método de Ganss a la demostración del teorema útil sobre el 
producto de Kronecker de determinantes y algunos cozolarios del resaltado obte- 
mido. 


4.1. Para calcular el determinante de la matriz A mediante el 
método de Gauss no зе permmtaban las filas y columnas, es decir. 
1оз elementos principales de cada uno de los pasos eran 105 до casos 
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(11), (22h... (14, л — 1), respectivamente. Demostrar que 
después de р — 1 pasos de reducción todos Jos menores de orden р 
de las primeras р filas de la matriz no han cambiado. Mostrar Lam- 
bién que estos menores tampoco cambiarán durante los pasos de re- 
ducción subsiguientes. 

3.4.2. Sea А una matriz cuadrada de orden n. El menor prin- 
cipal de orden r situado en la intersección de filas y columnas con 
índices 1, 2. . . .. r se Пара menor principal director Че orden r de la 
matriz А. Demostrar que si los menores principales directores de la 
matriz A de órdenes 1,2, . . .. п — 1 son diferentes de cero, enton- 
сез todos los elementos directores ауу, p4; utilizados al aplicar el 
método de eliminación a esta matriz son también diferentes de cero. 
Hallar las expresiones de elementos directores mediante los menores 
principales de la matriz А. 

3.4.3*. Demostrar que la matriz А de orden n verifica la condi- 
ción del problema precedente si 


ш> E leul, 
da 


En este caso el determinante de A es también igual a cero. 

3.4.4*. Demostrar que para la matriz de Gram de мп sistema 
linealmente independiente de vectores тү. - - ., za de un espacio 
euclideo (o unitario) se respeta la condición del problema 3.4.2. En 
este caso todos los elementos directores obtenidos por el método de 
Gauss aplicado a esta matriz son positivos y no superiores al ele- 
mento máximo de la matriz inicial. 

3.4.5, Demostrar que si el determinante do una matriz А no es 
igual a cero, entonces permutando las filas y las columnas de esta 
matriz se puede lograr que todos los menores principales directores 
sean diferentes de cero. 

3.4.6*. Al aplicarel método de Gauss а vna matriz A no 
había permutaciones. Hallar la expresión de los elementos no nulos 
de la p-ésima fila de la matriz А-0 obtenida después del (р — 1)- 
ésimo pasa con ayuda de menores de la matriz inicial. 

3.4.7. Utilizando el resultado del problema 3.4.6 mostrar que 
зі en una matriz А de orden n todos los menores de orden г + 1 que 
orlan el menor principal director no nulo de orden r, 1<сг < n — 1 
(la definición de un tal menor que orla está dada en el problema 
3.3.46), el determinante de A es igual a cero. 

3.4.8*. Demostrar que si una matriz А de orden п posee un me- 
nor M no nulo de orden r, 1 < г < п — 1, tal que todos los menores 
de orden r + 1 que lo orlan son iguales a сего, el determinante de 
A es igual a cero. Para justificar esta afirmación es suficiente que 
sean mulos solamente todos los menores que orlan el menor dado y 
que se hallan en las ғ + 1 filas fijadas de la matriz A (r de estas fi- 
las coinciden con las filas que contienen el menor M). 


A 


Aplicando el método de Gauss mostrar que la relación 


entre un determinante d de orden л y su determinante recíproco d’ 


Ж 4-5, 


establecida еп el problema 3.2.10 para determinantes triangulares, 
es válida para todo determinante d. 
“Aplicando el método de Gauss calcular los determinantes si- 


guientes: 


3.4.10, 


3.4.14. 


BAG 


3.4.18. 


3.4.19. 


3.4.20. 


1144] 3441 4 4 4 
1212 1 1-1-1 
1134[" 1-1 1-1 
1214 i-i i i 
0123; 3443.j1 234 
1 р 3681 
2104) 7 13 20 26 
3210 31 23 55 42 
123 4] 3445. ]1 23 4 
34556 37-4526 
5678 5679 
31 23 55 42 31 23 55 42 
30 20 15 12] 3.4.17". | 1/2 4/3 114 4/5 
20 15 12 10 1/3 1/4 1/5 4/6 
105 84 70 60|” 1/4 1/5 1/6 1/7 
168 140 120 105 4/5 1/8 1/7 1/8 
2 1000 4 008 
ї 3000 —6 0,02 
з —2000 2 —0,02 |" 
2 —1000 2 0 
128 256 384 512 
1/4 3/8 108 4/4 
1/64 1/64 1/64 —1/64|" 
2 0 -4 —12 
1001 1002 1003 1004 
4002 1003 1001 1002 
1001 1001 1001 999/7 
1001 1000 998 999 


n 


3.4.24. 1 2 —4 —0,002 
3 8 0 —0,004 
2 2 —4 — 0,03 
3000 8000 —1000 —S 
3.4.22. 02345 3.4.23. |1 £ 0 00 
11234 131 00 
10123]. 1 64 101. 
10012 11010 5) 
10001 14520156 
8.424. 14111 3.4.25. |32000 
12121 13200 
11314/. 01320]. 
12144 00132 
11115 00013 
3.6.26. 111114 
121212 
113113 
1214 12]- 
111151 
123216 
3.4.27. | 1 10 100 1000 10000 100000 
0,41 2 30 400 5000 60000 
о 01 з 60 1000 15000 
о 0 ол 4 100 2000 |` 
о 0 о 0,1 5 150 
оо о o ол 6 


3.4.28. Hallar el valor del polinomio f (t) escrito con la forma 
de un determinante 


Bt 1 0 0 
0 


t 


Hallar el número de multiplicaciones y de divisiones 
para calcular un determinante de orden п por el método 


de Gauss. Comparar este número con el número de multiplicaciones 
al calcular un determinante partiendo directamente de su defini- 
ción 

3.4.30. En la suposición de que al aplicar cl método de Ga 
hubo permutaciones hallar el número de multiplicaciones y de divi- 
siones necesarias para calcular: 

a) el determinante casi triangular de orden n 


CS ал 

а Arg Mas вм 

0 anan. азм ы 
ооо. А 
ооо 


о о 


Оса езй 0 


000 ы; a S 
000 ... е а 


3.4.31. Supongamos que hace falta calcular el determinante dy 
Че orden n y se sabe que éste no es igual a cero, así como el deter- 
minante dy +, de orden п + 1 que lo orla: 


da= - 


Y ba e 


Organizar los cálculos mediante el método de Gauss de tal modo que 
para obtener las dos determinantes d, у d,4, haga falta el mismo 

mero de multiplicaciones y divisiones que en el caso de un solo 
determinante de orden n +4 

3.4.32. Es necesario calcular k determinantes de orden л que 
difieren uno de otro solamente por la última columna. Se sabe quo 
todos los determinantes son diferentes de cero. Organizar los cálcu- 
los mediante el método de Gauss de modo que la búsqueda de todos 
los k determinantes exija solamente O (kn?) operaciones de multipli- 
cación suplementarias en comparación con el número de operacio- 
nes necesarias para calcular un solo determinante de orden n. 


ә 


3.4.33*. Hallar el modo de calcular el determinante do orden n 
do la forma 


ün аа аз üu Orns in 
Фа аһ аз а аһа ал 
an 0 аз ац ... аһа бм 
а 0 0 а... аһа аһ 


=t базып 

а. la Фаз Cm 
(aquí los olementos diagonales azz: - . .. а л, „у Son diforentes te 
cero) Lal que el número de operaciones sea función de n como poli- 
nomio de segundo grado (y no de tercer grado como en el método de 
Gauss aplicado a los determinantes de forma general). 

3.4.34. Examinar el conjunto D, de determinantes de orden n 
que satisfacen las condiciones siguientes: 

а) todos los elementos del determinante están acotados en mó- 
dulo por la unidad; 

b) existe un elemento igual a la unidad en módulo; 

с) todos los menores rectores principales son diferentes de cero. 
Durante el cálculo de un determinante del conjunto D, esta última 
condición permite aplicar el método de Gauss sin permutaciones 
(véase el problema 3.4.2). Mostrar, sin embargo, que si k es un ni 
mero entero cualquiera de la sucesión 1, 2, -- -, п — 1; Nes cual- 
quier número positivo, existe un determinante dol conjunto Da 
tal que en la matriz obtenida después de k pasos del método de Gauss 
sin permutaciones, habrá un elemento af} superior en módulo al nú- 
mero N. Entonces, cualquiera que sea el rango de la palabra de 
máquina de un ordenador existe un determinante del conjunto Dn 
enyo cáleulo por el método de Gauss conduce a la sobresatuceción. 

3.4.35*. Examinar la variante siguiente del método de Gauss 
prevista para evitar la sobresaturación indicada en el problema 
3.4.34. Después de realizar k pasos de reducción a la forma triangu- 
lar, entre los elementos af, asn afla arr > > -. аш хы Como cle- 
mento rector del (k + 1)-ésimo paso sucesivo se elige el elemento 
máximo en módulo. Supongamos que éste es el elemento аба. 
122 k + 1; en este caso las filas de Índices k + 1 y j se permutan de 
modo que el elemento máximo en módulo paso a la posición (k + 1 
k + 4) y luego se realizan las transformaciones usuales del (6 + 1)- 
ésimo paso del mélodo de Gauss. Esta variante se llama método de 
eliminación con elección del elemento rector por una columna. De- 
mostrar que en este método: 

a) si todos los elementos аў, 441) 0: аяа, > o aW ля de la 
columna del elemento rector son nulos, el determinante inicial es 
nulo; 


anni Gnn 


an 


b) рага toda posición (i, j} 


10991 <2 máx [ан 


с) para un determinante de orden n todos los elementos que se 
obtienen por reducción a una forma triangular son superiores еп 
módulo no más de 27-1 veces al elemento máximo del determinante 
inicial 

3.4.36*. Construir un ejemplo que confirme que en el método 
de Gauss con elección del elemento director por una columna la re- 
ducción a la forma triangular puede provocar un crecimiento del 
módulo máximo de elementos, hasta la estimación dada en el pro- 
blema 3.4.35, с). 

3.4.31. Demostrar que aplicando el método de Gauss con elec- 
ción del elemento rector por una columna: 

a) en caso de un determinante casi triangular de orden n du- 
rante la reducción el módulo máximo de elementos puede crecer no 
más de n veces; 

b) para un determinante de tres diagonales de orden n, al redu- 
cir, el módulo máximo puede crecer по más de dos veces, es decir, 


máx [ajo [<2 máx Jarl, 1<k<n—1. 


3.4.38. Como muestra el problema 3.4.36, al aplicar el método 
de Gauss con la elección del elemento director por una columna es 
posible, no obstante, un crecimiento rápido del módulo máximo de 
elementos. Como consecuencia puede también tener lugar una sobre- 
saturación al calcular un determinante de orden suficientemente alto 
сп una computadora. Por eso se utiliza a veces otra modificación 
del método de Gauss: se toma como elemento director del (К + 1)- 
ésimo paso el elemento máximo en módulo de la submatriz de orden 
n — k formada por la última fila y la última columna de la matriz 
A™ obtenida después de k pasos precedentes. Se permutan las filas 
y columnas de Índices superiores a k con el fin de hacer pasar el ele- 
mento máximo en módulo a la posición (k +1, k + 1) y luego so 
realiza de modo usual el (k + 1)-ésimo paso del método de Gauss. 
Esta versión se llama método de Gauss con la elección del elemento 
rector por toda la matriz. Demostrar que en este último método el 
módulo del elemento rector del (k + 1)-ésimo paso supera no más de 
dos veces el módulo del elemento rector del k-ésimo paso. ¿Es co- 
rrecta una afirmación análoga para el método de Gauss con la elec- 
ción por una columna? 

3.4.39*. Según una hipótesis, en el método de Gauss con la elec- 
ción del elemento rector por toda la matriz el crecimiento del múdulo 
máximo de elementos de un determinante de orden п con elementos 
reales no pasa de п. Utilizando el resultado del problema 3.3.8 de- 
mostrar esta hipótesis para n = 3. 


aoni al 


3.4.40. Deducir del resultado del problema precedente que si se 
aplica el método de Gauss con la elección del elemento rector por 
toda la matriz: 

a) para las matrices reales de orden 4 el crecimiento del módulo 
máximo no pasu de 6; 

Ъ) рага las matrices reales de orden 5 el crecimiento del módulo 
máximo no pasa de 9. 

3.4.41*. So Пата producto de Kronecker de los determinantes de 
orden n 


an an. 


det д=| 9 ёа > 


ама... аз 
y de orden т 

Dn ба Dim 

A A 


bms без bmm 


al determinante de orden mn siguiente: 


anbu азы anbi .-- Gbr <- Gubim .. бб 
and ос Aana. вара адр ++ сыы | 
аа ambas ауа аибан >> адат 

Ва. вва вары Clan ++ ad 
A aaa vie adaa e ГГУ ЗА 
E S сенби асаан саайа 


De este modo la: matriz del determinante D está compuesta de m? 
casillas de orden n. Estas casillas se obtienen de la matriz A multipli- 
cendo todos sus elementos por bir, Dra, > > -, Dim Ба» bane -> 
<u os bame + -> бө, Ömer > > =+ Omm respectivamente. Aplicando 
el método de Gauss demostrar que 


D = (det A)” (det B)". 


3.4.42. Demostrar que el producto de Kronecker de dos determi- 
nantes ortogonales —d de orden л y d' de orden m— es un determi- 
nante ortogonal de orden mn. 
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3.4.43, Hallar la relación entre el determinante de una matriz 
А de orden n y los determinantes de las matrices de orden 2n com- 
puestas del modo siguiente: 


"a (4 4: 


(шш), (мы 


Capítulo 4 


SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


$ 4.0. Terminología y generalidades 


La tabla numérica rectangular compuesta de m filas y л colum- 
паз 
A 
O OS 


аы айы... Gmn 
se llama matriz rectangular de tipo m x n (o watriz m х n), real o 
compleja, según que los elementos ауу de esta matriz sean reales o 
complejos. 
Para una matriz rectangular el menor de orden le se define del 
mismo modo quo en el $ 3.0 para el caso particular de una matriz 
cuadrada. En este caso k < mín (т, n). Se conserva también la no- 


tación del menor: 
EE ~ 
a( ч )- 
h da 


El orden máximo r de los menores diferentes de cero de una ma- 
triz A se llama rango de esta matriz; todo menor no nulo de orden г 
se llama menor de base do la matriz А. Si todos los elementos de una 
matriz son iguales a cero (una tal matriz se llama nula), se admite 
por definición que su rango es nulo. 

Si las filas de la matriz А se consideran como vectores de dimen- 
sión п y las columnas, como vectores de dimensión m, entonces tanto 
el rango del sistema de filas, como el rango del sistema de columnas 
son iguales а} rango de la matriz A. De aquí se deduce que el rango 
de una matriz transpuesta АТ de tipo т х m (véase el $ 3.0) coincido 
con el de A. 

Supongamos que en un espacio lineal У de dimensión л están 
lijados el vector Za y un subespacio L. El conjunto Р de todos los 
vectores de la forma 


z=r +y yEL 
se Шаша plano engendrado al desplazar el subespacio L en un vector 
z4 y se nota т, + L. En este caso =, se llama vector de desplazamiento 
y L so llama subespacio director del plano P. 


в 


Si el subespacio L se representa como una cápsula lineal 

L (д. gas <- + Ф) Se puede escribir la ecuación paramétrica del 
plano Р: 

РИ 


э + hg + tags + E а 
aquí los parámetros ty, ty, ..., бу toman valores numéricos arbi- 
trarios. 

Se puede mostrar (véase 4.2.1) que para el plano dado el subespa= 
cio director está definido unívocamente. Por eso se puede atribuir a 
todo plano una dimensión igual a la dimensión de su subespacio di- 
rector. En estas condiciones е] plano de dimensión 1 se llama Илеп 
recta y el plano de dimensión (л — 1), kiperplano. 

Los planos Р, = z, + [, у P, = г, + Г, se Патап paralelos 
si L, C Ly o bien „© L, 

Aduzcamos algunos definiciones y resultados más, relativos a los 
sistemas do ecuaciones lineales (estos sistemas también han sido 
objeto de estudio en el $ 4.0). 

Un sistema de ecuaciones lineales se llama homogéneo si los se- 
gundos miembros de todas sus ecuaciones son iguales a cero y no 
homogéneo en el caso contrario 

Una matriz A compuesta de coeficientes de las incógnitas se Ha- 
ma matriz del sistema de ecuaciones dado. Si a А se le añade una co- 
lumna de los segundos miembros del sistema, ке obtiene la llamada 
matriz ampliada del sistema А. 

Supongamos que en un sistema de ecuaciones el número de in- 
cógnitas es igual al número de ecuaciones. En este caso la matriz А 
del sistema es cuadrada y la condición det А 56 0 asegura su compa- 
tibilidad y su carácter bien definido. En este caso la solución única 
Ty, - » -+ Zn puede ser calculada mediante las fórmulas de Cramer 

— det A 
ASA 
donde Ay es la matriz obtenida a partir de A reemplazando Ја i-ésima 
columna por la columna de los segundos miembros. 

Dos notas sobre los problemas de este capítulo. En el $ 4.2 damos 
toda una serie de problemas de cálculo relativos a la determinación 
de la disposición de planos en un espacio lineal. Estos problemas pue- 
den ser resueltos por los métodos del capítulo 4: la busqueda del ran- 
go de un sistema de vectores dado, de la intersección de dos cápsulas 
Jineales, etc. 

Como mostramos en el $ 4.5 el conjunto de soluciones de un sis- 
tema по homogéneo de ecuaciones lineales puede considerarse como 
un plano en un espacio aritmético. Supongamos que hemos introdu- 
cido en el espacio un producto escalar. Entre Jos vectores de un pla- 
no cualquiera hay un vector, y uno solo, ortogonal al subespacio di- 
rector de este plano (véase ol problema 4.3.13). Este se Пата rector 
normal. La solución correspondiente de wn sistema de ecuaciones 
neales se llama solución normal. Esta noción se utiliza, por ejemplo, 
en el problema 4.5.36. 


1... 
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$ 4.1. Rango de una matriz 


Presentación de los problemas del párrafo, Aquí damos una serio do problo- 
mas para ilustrar las diferentes definiciones del rango de una matriz y su apli- 
cación en el cálculo,do matrices concretas. 


4.1.1, Demostrar que en r filas (columnas) linealmente inde- 
pendientes cualesquiera de una matriz existe un menor no nulo do 
orden r. 

4.1.2*. Una matriz rectangular A de tipo m X n (m > n) poseo 
un menor de orden (n — 1) diferente de cero; todos los menores de 
orden п que lo orlan son nulos. Demostrar que todos los menores de 
orden п de la matriz А son iguales a cero y, por consiguiente, el 
rango de А es n — 1. 

4.1.3*. Una matriz А posee un menor M no nulo de orden r; 
todos los menores que опаа M son nulos. Mostrar que el rango de А 
es ignal a r. 

4.1.4. ¿Qué se puede decir de una matrizm X л (m > n) de ran- 
ella posce un solo menor de base? 

- ¿Qué so puede decir de una matriz m X n arbitraria si 
ella posee un solo menor de hase ? 

Demostrar que en la intersección de cualesquiera r filas 
linealmente indopendientes у de cualesquiera 7 columnas lineal- 
mente independientes de una matriz de rango r se halla un menor 
no nulo de orden r. 

4.1.7. Una matriz cuadrada A se Пата simétrica si а; = ан. 
cualesquiera que sean i, j. Demostrar que el rango de una matriz 
simétrica es igual al orden máximo de los menores principales no 
nulos de esta matriz. 

4.1.8. Mostrar quo la afirmación del problema 4.1.7 es 
también para una matriz hermitiana compleja А. es decir, para una 
matriz cuyos a = оң para i, j cualesquiera. 

4.1.9*. Demostrar que el rango de un sistema de vectores arbi- 
trario de un espacio euclideo (o unitario) es igual al rango de la ma- 
triz de Gram de este sistema. 

4.1.10. Una matriz cuadrada А se llama antisimétrica si а = 
= —ал, cualesquiera que sean i, j. Demostrar que el rango de una 
matriz antisimétrica es igual al orden máximo de los menores prin- 
cipales no nulos de esta matriz. 

4.1.11. Demostrar que el rango de una matriz antisimétrica es un 
número par. 

4.1.12, El determinante de una matriz cuadrada de orden n no 
es igual а cero. Demostrar que para todo r, 1 < r < л — 1, permu- 
tando solamente las filas se puede alcanzar que el menor principal 
rector de orden r de esta matriz sea diferente de cero. 

4.1.13. Demostrar que permutando solamente las filas de una 
matriz cuadrada con determinante no nulo se puede alcanzar que 
todos los menores principales rectores de esta matriz sean diferentes 
de cero. 
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4.4.14. El rango de una matriz A de tipo m х л es igual a fs 
Demosirar que existen números by, + ., Öm усу, - - -+ Cn tales quo 
para todos è, j 


ау = des 


¿Están definidos de un modo único estos números? 

4.1.15. Las filas de una matriz A de tipo m X n son ortogonales 
como vectores de un espacio aritmético de dimensión n; en este caso 
cada fila posee por lo menos un elemento no mulo. Demostrar que 
n>m. 

4.1.16. Demostrar que el rango de la matriz А de la forma 


An 0 
о Az 


es ignal a la suma de rangos de las submatrices Аз, у Аза (el 0 de- 
sigma las submatrices nulas de dimensiones correspondientes). 
4.1.47. ¿Es correcta la afirmación siguiente: el rango de la ma- 


triz A de la forma 
Ay An 
aajo" | 
0 An 


es siempre ignal a la suma de rangos de las submatrices A yy Y Aya? 
18. ¿Cómo puede cambiar el rango de мпа matriz si se cam- 
alor de uno de estos elementos? 
-1.19*. ¿Cómo puede cambiar el rango de nna matriz si se 
п los elementos de una sola fila? de k filas? 
.20*. Demostrar que en una matriz n X п de rango г existen 
k elementos tales que su cambio, por más pequeño que sea, en mag- 
nitud absoluta aumenta el rango de la matriz hasta r + К, 1< 
k&n r- 
4.1.21. Indicar los valores posibles del rango de la matriz cuya 
forma es 


аһ 


ам Amè -> бы, 
4.1.22. Demostrar que en una matriz cuadrada л X n соп deter- 
minanto по nulo el rango de toda submatriz cuadrada de orden 
n—1 es no menos de n—2. 
4.1.23. Demostrar que dos sistemas de vectores de un espacio 
aritmético 


ам), 


а 


tienen el mismo rango. 

4.1.24. Demostrar que Ja dimensión de la cápsula lineal ton- 
dida sobre el sistema de vectores ту, . . .. ту es igual al rango de la 
matriz compuesta de las coordenadas de estos vectores en una base 
arbitraria del espacio. 

4.1.25. Demostrar que el vector 0 pertenece a la cápsula lineal 
de los vectores лү, za si, y sólo si, el rango de la matriz com- 
puesta de las coordenadas de los vectores zı. - . .. za en una baso 
cualquiera del espacio es igual al rango de la matriz campliada» 
compuesta de las coordenadas en la misma base de vectores тү. - - - 
ода Б. 

1.26, Demostrar que las transformaciones elementales (véase 
el problema 1.2.17) de un sistema de filas o de un sistema de colum- 
ваз de una matriz no cambian el rango de ésta, 

1.27. Demostrar que toda matriz m X n puede ser re 
mediante transformaciones elementales de sus filas y columnas 
forma 


ац Ay --- Qir Lin 
O ds ае ба, 
DO а En 


donde а, аз a,, son diferentes de cero y r es igual al rango 
de la matriz inicial. Comparar esta afirmación соп е} problema 1.2.18. 
Calcular el rango de las matrices siguientes: 


4.1.28. узт 259 481 407 4.1.29. 25-1 4 3 
19 133 247 209 ||. 38 2 0 4 

25 175 325 215 41 6-1 -1 

-23 0 4-9 


135 —987 562 213 


4.1.30*, (11241 381 273 —165 
702 225 1111 4 


4131. р-з 20 1 4 
-i 53 3 5 
6 —12 3-7 —8 ||" 
-3 79 45 
4.1.32. [53 —4 03 —4 
40 0-13 0 
-31 0 20 0 
20 0-30 4 
-10 2 40 0 


4.1.33. 9-12 3—4 12—16 
=15 2 —5 7-20 28 

18 —24 6—8 15 —20 

—30 42—10 14—25 35 


4.1.34. Hallar la dimensión del subespacio lineal tendido sobre 
el sistema de vectores z, = (73, —51, 13, 42, 15), z = (44, —32, 5, 
25, 3), т, = (76, —52, 16, 44, 18), х, = (—37, 27, —4. —21, —2). 

4.1.35. Un subespacio lineal L está tendido sobre los vectores 

(2, 4.8. —4. 7), z, = (4, —2, 1.3.1), z, = (3, 5, 2. —2. 4). 

«7, —6. 2) 

¿Pertenecen a este subespacio los vectores sigmentes: 

a) b, = (6. 18, 4. —9, 8); 

Ъ ba = (6, 18, 1, —9 + е, В); 

с) b, = (6, 18, 1, —9, 8 + e) 
Aquí e es cualquier número diferente de cero. 

4.1.36*. Demostrar que el rango de la matriz A de tipo k X т 
de Ја forma 


taa 
а а. 


1 ал аў ... an 


donde k лу а, ау, - 5. ах зоп números diferentes, es ignal а ke 


5 4.2. Planos en un espacio lineal 


Presentación de los problemas del párrafo. Los problemas del presente párrafo 
tratan principalmente dos cuestiones siguientes: 

Determinación de los planos en wa espacio lineal, dimensión de un plano. 

Disposición de los planos. 

Al final del párrafo establecemos ciertas relaciones entre los planos de dimen- 
sión arbitraria y los hiperplanos. 


4.2.1. Demostrar que dos planos Р, = тү + ny Р, = 1з > La 


coinciden, si y sólo si, Lı = Ly y 7, — z € Ly Con osto cl subes- 
pacio director está defimido univocamente para cada plano. 


ES 


4.2.2. Del resultado del problema procedente deducir que para el 
plano dado como vector de desplazamiento se puede tomar cual- 
quiera de sus vectores. 

4.2.3. Demostrar que si los vectores z, y ту pertenecen al plano 
Р =z, + L, entonces zı — z€ L. Inversamente, si n €P y 
tı — z, € L. entonces z, ЄР. 

4.2.4. Demostrar que el plano Р = z, + L ез un subespacio, 
si y sólo si, 2,61. 

4.2.5. Demostrar que para que el plano P = х, -+ L sea un su- 
bespacio es necesario que la suma de cualesquiera vectores дү y лу 
de P pertenezca a L. 

4.2.6. Demostrar que la intersección del plano P = т, + L con 
un subespacio cualquiera complementario de L se compone de un 
solo vector. 

4.2.7. ¿Qué representa un plano de dimensión 0? 

4.2.8. ¿Qué representa un plano do dimensión л en un espacio 
lineal V de dimensión л? 

4.2.9. Demostrar que en el espacio de polinomios de grado<n el 
conjunto de polinomios f () que verifican la condición f (a) = b, 
donde a y b son números fijados, es un plano. Hallar la dimensión 
de este plano. 

4.2.10. Demostrar que en un plano de dimensión k, que no es un 
subespacio, se puede hallar un sistema linealmente independiente 
compuesto de k +4 vectores 

4.2.11. Demostrar que en un plano de dimensión k todo sistema 
compuesto de k + 2 vectores оз linealmente dependiente, 

4.2.12. Demostrar que para k + 1 vectores linealmente inde- 
pendientes existo un plano, y uno solo, de dimensión А пе con- 
tiene estos vectores. 

4.2.13, Demostrar que el plano de dimensión k que contiene los 
vectores linealmente independientes zo, тү, - - ., ту puede ser des- 
crito como el conjunto de todas las combinaciones lineales az, + 
+. агу quo satisfacen la condición ay + a, + >. + 


4.2.14. Demostrar que si la intersección de dos planos Р, = 
= t, + L, y Р, = ту + La no es vacía, ella es un plano con su- 
bespacio director Zy N Ly. 

~ 4.2.15. Llámase suma P, + Р, de los planos P, = z, + Lı y 
P, = т, + La al conjunto de todos los vectores de la forma 2, + Zy, 
dondo z, € Py, 2, € Py. Demostrar que la suma de los planos Р, y 
Р, es también wn plano. Hallar su subespacio director. 

4.2.16. Llámase producto АР de un plano Р = х, + L por un 
número A al conjunto de todos los vectores de la forma Az, donde 
26Р. Demostrar que el producto del plano P multiplicado por el 
número @ es también un plano. Hallar su espacio director. 

42.47. En nn espacio lineal Y está fijado un subespacio L. 
¿Será el conjunto M de todos los planos del espacio V engendrado 
por el deslizamiento del subespacio L un espacio lineal respecto a la 


adición y la multiplicación por un número, definidas en los proble- 
mas 4.2.15 y 4.2.16? 

4.2.18. Cambiar la delinición de la multiplicación de un plano 
por wn número de modo que el conjunto M del problema 4.2.17 sea 
un espacio Jineal. Indicar el elemento nulo de este espacio. (El espa- 
cio M obtenido se Пата espacio cociente del espacio V por el subes- 

acio L.) 
Pe з 19. Sea L de los datos del problema 4.2.18 nn subespacio 
de dimensión k de un espacio Y de dimensión п. ¿Cuál es la dimon- 
sión del espacio M? 

4.2.20. En el espacio Rs está dado el plano z = =, + hp, + 
+ tapa, donde zo = (2,3. 1.1.1). р, = (3, —1, 1. 4,1), pa = 

(A, 1. 4, £, —1). Deducir зі los vectores z = (1, 6, 4, 4. —2) y 
v = (1, 6. 5, 4, —2) pertenecen а este plano о no. 

.2.21. Demostrar que si una recta posee dos vectores comunes 
con un plano, dicha recta pertenece a este plano. 

4.2.22. Determinar la disposición del plano Р = хь + L, dondo 
(1. 0. 0. 1), en tanto que L está tendido sobre los vectores 
5.2, —3. 4). ya = (4.1. —1.0).у, ‚2. —5.3), y las rectas 

a) т == з + бф. ау = (3, 1. —4. 1). q =(4,1.2. 1): 

b) z = ту F фу, ту = (3, 0, —4, 1). ga = (—1,1,2.1 

c) ж = ту + lgs, ту = (—2, 0, —1, 2, q 

4.2.23. Demostrar que las rectas z = д + 9, y x 
donde z, = (9, 3, 6, 15, —3), q = (7, —4, 11, 13, = 
= (7,2, —6, —5, 3), g = (2, 9, —10, —6, 4), se cortan. Hallar 
su intersección. Indicar el plano de dimensión 2 al cual pertenecen 
estas rectas. 

4.2.24*. Demostrar que las rectas z = ту + (q, ут = т, + Uy, 
donde z, = (8, 2, 5, 15, —3), е, = (7, —4, 41, 13, —5), z, = 
‚ —5, 3), qs = (2, 9, —10, —6, 4), no se cortan. Cons- 
truir el plano de dimensión З que contenga estas dos rectas. 


Zo 


Determinar la disposición de los planos Р, = ду + tP, + tapa Y 
Pa =» + tm + tagai 
4.2.25. то = (3, 1, 2, 0, 1), P = (2, —6, 3, 1, —6), 


= (1,0, 1, 1, 0), a = (1,01, —1,‚ 0, 1), 


(0, 5, —2, —1, 6), 
(1, 3, —1, —1, 2). 
4.2.26. ze = (7, —4, 0, 3, 2), m =(—1,1.1, 1,1), 
= (6, -5, —1. 2,3), q =(1,1,—1,1,1 
A41,1,1,9, 
, 1, 1, —1, 1) 
4.2.21. —3, 1, 5, 0), P = (3. —2, 1, 0, 1), 
= 0. 4, 1), a = (l, 2, 4.0, —2), 
‚5, —2, 0, 3), 
= 6, p 4, 0, 3). 


EN 


4.2.28. te =(3, 2,1, 1,2), pi = (1, 
Yo = (—1, 0, 3, 3, 8). ъ= (i, 
ра = (—1, 2, 1, 2, —2), 
тһ = (0, 1, 2, 3, 1). 


4.2.29. z = (1, 2, 0, 2, 1), ру = (5, —2, 6, 1, —4), 
Yo = (1, 2, 1, 2, 1), Ф = (0, -4, 0, 1, —6), 
(2. 1,3, 0, 1), 
Ф = (—3, 3, —1. 5). 


5.2.30. zo = (4, 1, 10, —3, 5), р = 0, 1, 3, 0, 1), 
(3, 2, 1, —4, 8, q = (3, —3, 3, 1, —5), 
—4, 0, 1, —6), 


4.2.31. Demostrar que si la recta z = з, + tq y el hiperplano 
Yo + L по se cortan, entonces q € L. 

4.2.32. Demostrar que si los hiperplanos лу = za + Li улу = 
= Yo + La no se cortan, entonces L, = Ly. 

4.2.33". Demostrar que si la intersección de los hiperplanos 
ту, + > -, ла de un espacio de dimensión л по es vacía, ésta es un 
plano cuya dimensión es no menos de n — k. 

4.2.34*. Demostrar que todo plano de dimensión К en un евра; 
de dimensión z puede ser dado como la intersección de n — k 
perplanos. 


я 


$ 4.3. Planos en un espacio euclídeo 


Presentación do los problemas del párralo. En este párrafo discutimos 
rentes modos de representación de Мретріапоз еп un espacio euclideo у estable- 
cemos la correspondencia entre los planos y los sistemas de ecuaciones lineales. 
Introducimos Ja noción de vector пог de un plano y examinamos ciertos 
problemas geométricos relacionados con la determinación de distancias. Eu con- 
clusión consideramos do importancia notar que la descripción do planos por sis- 
temas de ecuaciones líncales, obtenida por nosotras para las bases ortonormales 
de un espacio euclideo, en realidad tiene lugar en toda base de un espacio lineal. 


4.3.1*. Demostrar que un conjunto de vectores de un espacio 
euclideo (unitario) Æ que verifican la condición (л, z) = b, donde n 
es un vector fijado по nulo, Б es el número dado, es un hiperplano 
de este espacio. ¿En qué caso este hiperplano es wn subespacio? 

4.3.2, Mostrar que el hiperplano dado por la condición (л, т) = 
= b puede ser descrito también por la condición (n, z — з) = 0, 
donde т, ез un vector arbitrario de este hiperplano. 

4.3.3*, Demostrar que todo hiperplano de un espacio euclideo 
puede ser dado por la condición de Ja forma (л. т} = b. 

4.3.4. Demostrar que si los datos (m, z) =b, y (л. 
determinan un mismo hiperplano, entonces m = алу, by 
para un cierto número no nulo a. 

4.3.5. En un espacio de polinomios de grado < п el producto 
escalar está definido por la fórmula (2.3.1). Para el hiperplano dado 
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por la condición f (с) = d hallar la notación de la forma (л, f) = b. 
indicar el polinomio correspondiente л (0). 

4.3.6. ¿Puede definirse por la condición de la forma f (c) = d 
todo hiperplano de un espacio de polinomios (véase el problema pre- 
cedente)? 

4.3.7. Demostrar que en cada base ortonormal de un espacio 
todo hiperplano puede ser descrito por la ecuación de primer grado 


Ао HAN +... + An =b 


respecto a las coordenadas оң, аз, » - -» Œn de vectores de este hiper- 
plano. 

4.3.8". Demostrar que sì la intersección de los hiperplanos de 
оп espacio de dimensión n 


(т, 2) = br. 
(na 2) = ba. 


(п, 2) = bx 


no es vacía, entonces ésta es un plano de dimensión л — r, donde r 
es el rango de wn sistema de vectores my... .. лу 
4.3.9. En un espacio euclideo (unitario) Е está fijada la baso 
ortonormal er. - --» ел. Demostrar que 
а) si 
ама F ааш H Ф аам 
aat, + амаз +... H Ornan 


amt, F amr +... H nl = bm 


es un sistema compatible arbitrario de ecuaciones lineales con n 
incógnitas, entonces el conjunto de vectores z cuyas coordenadas en 
la base еу, .. -. е, satisfacen este sistema, ез un plano del espa- 
cio E. Este plano es de dimensión n — r, donde r es el rango de la 
matriz 


ап 95 ++ ав 


FOR e 


b) todo plano Р del espacio E puede ser descrito por un cierto 
sistema de ecuaciones lineales. Esto significa quefel vector 2 per- 
tenece al plano P si, y solamente si, sus coordenadas en la base 
„ satisfacen el sistema dado. Si г ез la dimensión del 
‚ todo sistema que describe este plano cuenta por lo menos 
con п — г ecuaciones y además existe un tal sistema compuesto 
exactamente de п — г ecuaciones. 


эз 


4.3.10. Hallar el sistema de ecuaciones lineales que describe el 
plano Р = хо + E, donde za = (1, 1. 4, 1) y L está tendido sobre 
E тя и = (1. 3, 0, 2). у. = (3. 7 2), у, = (2. 4 

4.3.11. Demostrar que entre los vectores de todo plano P existe 
un solo vector 2, ortogonal al subespacio director de este plano. El 
vector zp se llama vector normal del plano Р. 

4.3.12. Mostrar que entre todos los vectores de un plano Р el 
más pequeño en longitud es el vector normal zp. 

3.13. Mostrar que el vector normal z, del plano Р es iguala la 
perpendicular bajada desde wn vector arbitrario de este plano sobro 
el subespacio director. 

4.3.14. Hallar el vector normal z, de un hiperplano dado por la 
condición (т. z} 

4.3.15. Sea 2, el vector normal de un plano Р (que no coincide 
con lodo el espacio). Demostrar que el plano P pertenece al hiper- 
plano (т. т) = (т, ш). 

4.3.16. Determinar en el "espacio de polinomios de grado <n 
con producto escalar (2.3.4) el vector normal del plano dado por las 
condiciones f (0) = 1, f (1) = 1. 

4.3.17. Llámase distancia del vector z al plano P = r, + L 
al número 


= іп lo 
ОР) н а) 


Demostrar que la distancia р (z, P) es igual a la longitud de Ja 
perpendicular bajada desde el vector z — т, sobre el subespacio L. 

4.3.18. El subespacio Z está tendido sobre el sistema de vectores 
linealmente independientes уз, - - -» Ya; Utilizando el resultado 
del problema 4.3.17 y las propiedades de los determinantes de Стат 
demostrar que la distancia del vector z al plano Р = ze + L es 
igual a 

ү 


4.3.49. Hallar la distancia del vector z = (5, 3, —1, —1) a 
plano P = zo + L. donde zp 0, —3, 6) у L está tendido 
sobre el sistema do vectores уу = (1, 0, 2, —2), у. = (0, 1. 2. 0). 
уз == (2, 1, б. —4). 

4.3.20. 1Дётазе distancia entre dos planos P, =z, + L, y 
Р, = т, + L, al número 


„Ру= inf r u). 
Р РЕ ш) 


Demostrar que la distancia р (Рз, Р.) es igual a la longitud de la 
perpendicular bajada desde el vector 2, — ту Sobre el subespacio 
Баһ +1 

4.3121. Demostrar qué el cuadrado de la distancia entre las 
rectas Һа + dq, y da = ta + tg, es igual а: 


м 


a) pè la д) = El EC si das rectos H y l, no son pa- 
ralelas; 
DOS y a ы las rectas 1, y l, son paralelas. 


= (5, 2. 0. 3), q = (1, 2, —4, 1); 2, = (3, 4,3, 


E3. n = (5.4, 3,2, а = (1, A, iz. = (2,1, 4.3), 
= (3, —3,3, 3). 
Hallar la distancia entre los planos Р, = ze + рү + tapa у 
Ра = yo + hh + tg 

4.3.24. то = (89, 37, 111, 13, 50), p, = (1. 1. 0, —4,—0, 
(42, —16, —39. 74. 3), ф = (1. 1.0.1, 1), 
4,0. 4. 0), 
@. —4. 0,4. 4), 


1) 


4.3.25. (5. 0, 3. м 
Ya 2—4 75 а 
ра = (1. 4.0, 4, 1), 


(0,3, 0,4, —2). 


4.3.26. р = (1, 2, 2, —1, 1). 


g = (8, 7. 2,4, 1). 


Ф =(5 4,2, 4, 1). 


4.3.27, Demostrar que en una base cualquiera de un espacio 
lineal todo hiperplano puede ser descrito por una ecuación de primer 
grado respecto a las coordenadas de vectores de este hiperplano (com- 
parar con el problema 4 3.7). 

4.3.28. Demostrar que en una base cualquiera de un espacio 
lineal todo plano de dimensión r puede ser descrito por un sistema 
de n — r ecuaciones lineales respecto a las coordenadas de vectores 
de este plano. 

4.3.29. Sean P un cierto plano de un espacio lineal que no es 
un subespacio, z un vector arbitrario de este plano. Mostrar que en 
este espacio se puede introducir un producto escalar de modo que z 
será un vector normal del plano P. 


$ 4.4. Sistemas homogéneos de ecuaciones lineales 


Yresentación de Jos problemas del párralo. Hemos considerado conveniente 
agrupar en un párrafo especial los problemas relacionados a los sistemas homngé- 
neos de ecuaciones lineales; a diferencia del caso no homogéneo, aquí la cuestión 
de compatibilidad no apareco estructura algebraica del conjunto de 
soluciones es distinta; un subespacio para un sistema homogéneo y un plano para 
un sistema no homogéneo. 

La atención principal está dedicada a dos problemas tradicionales que con- 
sisten en hallar la solución general y construir el sistema fundamental de solu- 
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ciones. Петоз querido subrayar la relación entre estos dos modos de descripción 
del subespacio de soluciones de un sistema homogéneo: el problema 4.4.13 mues- 
tra que las fórmulas de solución general coinciden con la descripción de este 
subespacio al usar un sistema fundamental especial. 

АЈ final del párrafo indicamos ciertas aplicaciones de los sistemas homogé- 
neos de ecuaciones lineales a los probl fel espacio lineal: cálculo de la base 
y de la dimensión do un subespacio, verificación de la equivalencia de dos sisto- 
mas de vectores, ete. 

4.4.1. Mostrar que el conjunto de soluciones de un sistema homo- 
géneo arbitrario de ecuaciones lincales es un subespacio. En este 
Caso las soluciones se consideran como vectores del espacio aritmé- 


tco correspondiente. 
4.4.2. Dos sistemas homogéneos de ecuaciones lineales 


annt. 


Hanza =0, 


amti +-+. анн 


зе llaman equivalentes si poseen el mismo conjunto de soluciones. 
Demostrar que los sistemas indicados son equivalentes si, y sola- 
mente si, son equivalentes los sistemas de vectores 


u= (а 


вм), 


га) 


4.4.3. Un sistema homogéneo de m ecuaciones соп п incógnitas 
tiene una matriz do coelicientes de incógnitas, cuyo rango es igual 
а г. Demostrar que la dimensión del subespacio de soluciones de este 


sistema es igual a п —r. 
4.4.4. Indicar todos los valores del parámetro A tales que el 


sistema de ecuaciones i 
@ — A) z, + 22, + 32, + àze =0 
э + (9 — 0) 2, + 42. + А = 0, 
ж +22, + (60 — A) z3 + Az, = O, 

ж + 224 + 3z, + М, =0 


no esté definido. 
Hallar la dimensión del subespacio de soluciones del sistema en 


función del valor del parámetro A: 


% 


44.5. (4 — A) 2, + Алу + 2223 + 23а, 
(1 + à) z, + (2 — 22) z, — 24z, — 2м, = 
@ — A) z, + А, + (2 + A) zs + (1 + 2А) z 
(—1 + A) z, Аз — 2àzs + (2 — 3А) =, 
ёа + (2 + 2A) za + 222, + 24x, = 0, 
Az + (1 + A) т, + Эл» + Aze = 0, 
Aa + (1 + A) z; 22, + Ar, = 0. 
àr, — (1 + А) za А — (2 + 2А) =, = 0. 
4.1.7. Sea que un sistema homogéneo de ecu: 
Demostrar que permutando las ecuaciones y cambiando la 
ción Пе las incógnitas se puede obtener que en Ja matriz del sistema 
los menores de orden 1, 2, . . ., г de las primeras filas y las primeras 
columnas sean diferentes de cero. 


En los problemas 4.4.8—4.4.15 se examina el sistema homogéneo 
de ecuaciones 


iones tiene rango г. 


Gnt, + aata + - az = 0. 
аы + азат + -.. H artn = 0. 


eai E E TE (4.6.4) 
A 

Se supone que el rango de este sistema es igual a r y que en la matriz 
del sistema los menores de orden 1, 2, ... .. г de las primeras y las 
últimas filas y columnas son diferentes de cero (de acuerdo con el 
problema 4.4.7 se puede siempre obtenerlo cambiando el orden de 
ecuaciones o incógnitas). 

4.4.8, Demostrar que aplicando el método de eliminación al 
sistema (4.4.1) se puede adoptar como elementos directores de pasos 
aislados аң, 052, . . .. al” para obtener finalmente el sistema de 
ecuaciones de la forma 


Amt Ad, а, нана Ба, 


оба, аин Ба 

(omitiendo las ecuaciones cuyos todos los coeficientes son iguales 
a cero). 

4.4.9. Mostrar que el sistema (4.4.2) permite hallar las ехрго- 


siones de las incógnitas г. . . ., z, por medio de las incógnitos 
independientes т, - --. Zn de la forma siguiente 


Mz, =0 


E Catas Есил аЬ... ао 


a= ситон + аа Hg nro (44.3) 


E= салы сага Herno 
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Eslas fórmulas so Jlaman solución general del sistema (4.4.1). El 
sentido de este nombre consiste en que atribuyendo valores arhi. 
trarios a las incógnilas independientes mediante las fórmulas (4.4.3) 
se hallan los r primeros componentes de la solnción del sistoma 
(4.4.1) e, inversamente, toda solución de este sistema puede ser 
obtenida de esto modo para valores correspondientes de las incógnitas 


independientes. 
4.4.10*, Demostrar que Jas soluciones del sistema (4.4.1): 

W= (ти, с. Жи, Tirran с, Жы), 

Y= (Za <<. Zara Taryn + Шу), 


Yan) 
son linealmente 


Un == (Жм, a Tare To 
son linealmente dependientes si, y solamente з 
dependientes las vectores de dimensión (n — r) 


‚ Zan). 

4.4.14. Demostrar que una hase del subespacio de solu 
sistema (4.4.1) puede ser obtenida del modo siguiente: 
cierto determinante no nulo de orden л — г y representando por 
turno sus filas como valores de las incógnitas independientes 
тез, > эу Zn Y hallando' mediante las fórmulas (4.4.3) los valores 
correspondientes de las incógnitas т, .-.. г Justamente las 
n — r soluciones construidas forman una base. Toda base del subes- 
pacio de soluciones de un 4їзіота de ecuaciones homogéneo so Пата 
sistema! fundamental de soluciones de esle sistema. 

4.4.12. Mostrar que todo sistema fundamental de soluciones del 
stema (4.4.1) puede ser construido mediante el método descrito 
en el problema 4.4.11 efectuando una elección conveniente dol de- 
terminante. 

.13. Mostrar que los vectores 
E O, ..., 0), 
Els Эш, tota darra 0) 


a (Zh, rpt 


[ж 
forman un sistema fundamental de soluciones del sistema de ccnn- 
ciones (4.4.1). Aquí сү son coeficientes de las fórmulas (4.4.3). 

Completando las fórmulas (4.4.3) por las identidades 


(Ch, maso Ea, nore 


ЕП 
Tra Erin 
z= % 
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interpretar la solución general como una representación de toda 
satución del sistema (4.6.4) por la combinación lineal de las solncia- 
пех уу, уз... Yp cuyos Coeficientos son los valores de las incóg- 
nitas independientes. 

4.4.14*. Demostrar que el rango de la matriz С de tipo r х 
т) compuesto de los coeficientes rde las fórmulas (4.4.3) 
1 al rango de la submatriz 


ашы Фунт 


ам, ча атлап + был 
de la matriz de cocficientes del sistema (4.4.4). 

4.4.15, Demostrar que en las fórmulas (4.4.3) todos los coeli- 
cientes de la incógnita independiente ту (r << n) son iguales 
a cero si, y solamente si. son nulos todos los coeficientes de esta 
incógnita en el sistema inicial (4.4.1). 

Hallar la solución general y el sistema fundamental de solucio- 
nes de Jos sistemas de ecuaciones: 

5.4.46. 0-2, + 0-2, + 0-23 + 0-2, 

4.647. Dz, + Mx, — l5z, + 5r, = 0, 

12r; + 282, — 2x3 + Tz, = 0. 

AMAR. tár, + 352 — Trs — 631, = 0. 

—102, — 25:0, + 52, + 451, = 0, 
262, + 65x, — 132, — 117z, =0. 

8.4.19. 2z, — 5z, + 4л, + 3z, = 0. 

Эг — бт, + 72, + Sza 
dx, — 9z, + 8л, + 5r, 
—3r, + 2r; — 52, + 3r, = 0. 
4.420. 2z, + т. 4 árs + ла =0, 
3r, + 2ra — ту+ br, = 0. 
Tr, +62, + бт, — 5л, 
Ра 4-80, + Tr = 0. 

ВАЛА. Ta + Âz, + 223 — 3 = 0, 

2z, + 9л, + 5r, + 2r, + ze = 0. 

z, + 3r, + ту — 2z, — Ir, = 0. 
22. 2r, — 2ra + З. + бт, + 5r = 0. 
Аш + бл, — Tra— 3n + 81 = 0, 
Bz, — 9z, + 132, + 152, + 22, = 0, 
102, — 122, + 4175, + 122, — 414, = 0, 
—6z, + Tz, — 100 — 90, + 32, = 0, 
Ahr, + 172, — 2403 — 15r, + 197, = 0. 


dr + r, — 5z, — 
а z2r n+ n= 
n+ n+ 202,4 ш 
4.4.24. 32, + Gr, 4 102, + åz, — 22, 
ба, + 102, + 17x, + 77, — 0. 
Эл, + 30, + 22, + 32, =0, 
12r, — 2 + т, + 8r, +5 = 0. 
4.4.25. mt 2r, + 3z, + 2z, — б, 
2л, + 3ra + 72,4. 6r, — 18x5 
Зл, + 5ra + 1x4 9л, — 2759 
2z, — Tra + Tz, + 16z, — 482, 
+ + Sr + 2 — ôr 

4.4.26. Verificar que el sistoma 
2л, + 42, + 61, + 5r, + 31, = 0. 
Эл + ба, + 72, + Эг, + 02, = 0. 
Ал, + бт, + 8л» + 1л, + 5л, = 0, 
Sri + 5а + 5ra + Bz4 + б, =0, 
За + 4 + Sra ба, + 48 


posee un número infi 
ciones z = ж 
dencia lineal y la 
del sistema. 
4.4.27. Indicar todos los grupos de incógnitas que pueden ser 
considerados como incógnitas independientes del sistema: 


ito de soluciones y en cada una de ostas solu- 
г estos hechos en términos do la depen- 
¡dependencia lineal de las columnas de la matriz 


Tx, — dz, + 92, + 22, + 21; 
57, + 8л, + 72, — 4л, +22, 

— 8ш, + 5ш, + åz, + 279 =0, 
Та — 2z, + 2z, + z, — 5z, =0. 


4.4.28. Determinar en el espacio йо polinomios de grado <n 
la dimensión del subespacio de polinomios f () que verifican las 
condiciones f (а) = f (а) = - - . = f (æa) =0, donde ar. +... an 
son números distintos. 

4.4.29. Hallar en el espacio de polinomios de grado <5 una base 
del subespacio linéal de polinomios f 0 рага los cuales están cum- 
plidas las condiciones f (0) = f (1) = f (2) = f (3) = 

4.4.30. Hallar ol sistema homogéneo de ecuaciones ыар 
puesto: a) de dos ecuaciones; b).de tres ecuaciones; с) de cuatro 


100 


ecuaciones, para el cual el sistema de vectores 
n=(,4-2.2 4). 
эз = (3, 43, 4,2 1), 
Ya =(2 7, —8, 4, —5) 
es el sistema fundamental de soluciones. 
4.4.31. ¿Se puedo hallar un sistema de ecuaciones lineales tal 
que los sistemas de vectores 


scan dos sistemas fundamentales de soluciones? 

5.4.32*. El rango де un sistema homogéneo de ecuaciones linea- 
les compuesto de n — 1 ecuaciones con л incógnitas es igual a n — 1. 
Demostrar que la solución no mula de este sistema puede ser cons- 
truida mediante las fórmulas 

жщ =(INAn i е 

donde А, es el menor obtenido climinando la i-ésima columna do la 
matriz de los coeficientes del sistema. Mostrar también que cualquier 
otra solución del sistema es colineal a la solución en cuestión. 

4.4.33. Aplicando ol resultado del problema 4.4.32 hallar el 
vector ortogonal al sistema de vectores 


а= 0, —1, 3, 1), 
z, = (1, 0. 2, —3), 
а= (2, 3, 1, 4). 


4.4.34*. Demostrar el teorema: para que dos sistemas lineal- 
mente independientes de vectores 21, -- 01 Zn- © Yi -+ 55 Yn- 
de un espacio lineal de dimensión n sean equivalentes es necesario 
y suliciente que en cualquier base de este espacio todos los п menores 
de orden n — 1 compuestos de coordenadas de los vectores zy, - . . 
<- +, Zn, Sean proporcionales a los menores correspondientes com- 
puestos de coordenadas de los vectores yı, .. -» улу. 

4.4.35. Aplicando el resultado del problema 4.4.34 determinar 
si los sistemas de vectores del problema 4.4.31 son equivalentes. 


$ 4.5. Sistemas no homogéneos de ecuaciones lineales 


Presentación de los problemas del párralo. Las cuestiones principales que 
se discuten en este párrafo son las siguientes: 

Criterios de compatibilidad do sistemes no homogéneos de ecuaciones, estu- 
dio de sistemas concretos, en cuanto а la compatibilidad. 
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Determinación de la solución general de un sistema. Además de los problo- 
mas estrictamente de cálculo damos también problemas relativos а la determi- 
nación do la solución general. Lo mismo que en el caso homogénea subrayamos 
el hecho Че que las férmulas de solución general dan Tas ecuaciones paramétri 
cas del plano de soluciones del sistema de ecuaciones lineales dado (véase el 
problema 4.5.9). Nolemos que en los problemas de cálculo describimos también 
ciertos métodos utilizados en cálculos prácticos, tales como el cambio de nume- 
tación y el escalonamiento de los ccuaciones € incógnitas, el aprovechamiento 
de Ja especificidad de tm sistema, por ejemplo. de la propieilad de su descompo- 
sición en varios sistemas бе órdenes más pequeños o la forma tridiagonal de la 
matriz de los coeficientes. 

Al concluir el párrafo damos una serie de problemas sobre determinados 
sistemas de ecuaciones lineales. En particular, indicamos ciertas aplicaciones 
de las fórmulas de Cramter. 


4.5.1. Demostrar que un sistema no homogéneo de m ccnaciones 
lineales cuya matriz de los coeficientes de Jas incógnitas tiene ran- 
go т. es compatible. 
4.5.2. Demostrar que para que el sistema 
аца + mta +... Бата = М, 
OnB’ H аз, + -+ ал» = ba, (45.1) 


amti E mota +... + mata = bm 
sea compatible es necesario y suficiente que el vector 
b = (br, bas- Ба) 
pertenezca a la cápsula lineal de vectores 


а = (ац, аз, 
"ау = (a 


а - 


an = (tin Gn» - - ++ атп). 

4.5.3. Demostrar el teorema de Fredholm: para que el sistema no 
homogéneo (4.5.1) sea compatible es necesario y sulicionte que el 
vector de dimensión m 

В b = (ы. Das > + dm) 
sea ortogonal a todas Jas soluciones del sistema homogéneo adjunto: 
ани + ана H > H rn = O, 
азл + аз» + ++ H amatm Os 
мй + Фм d+ > F анун = O. 

4.5.4. Un sistema no homogéneo de m ecuaciones con n incógnitas 
es compatible y ol rango, de la matriz de los coeficientes de las in- 
cógnitas es igual a r. Demostrar que el conjunto de soluciones de 
este sistema es uh plano dle un espacio aritmético de dimensión n; 
este plano es de dimensión n — r y su subespacio director ез un con- 
junto de soluciones del sistema reducido correspondiente, es decir, 
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de mn sistema homogéneo de la misma matriz de los coeficientes de 


Jas incógnitas. | 
4.5.5. Dos sistemas no homogéneos de ecuaciones lineales 


бал +- + nn =Й, 


ашыл + --. F амаа = bm 


Cm +... + Cinta = dis 
а 
se Патап eguivalentes зї ellos, los dos, son incompatibles о comp: 
tibles y poseen el mismo conjunto de soluciones. Demostrar que si 


сыа + -.- + ала 


los sistemas mencionados son compatibles, los mismos son equiva- 
lentes si, y solamente si, los sistemas de vectores 
ca ае}, 
Um = (ami > > -r Gmn б, 
y 
v= lem ++ a аз dih 
аай 


son equivalentes. 
Estudiar la compatibilidad del sistema e indicar la dimensión 
del plano de soluciones en función del valor del parámetro A: 


4.5.6. 6-Na— 27- 2—1, 
a (2 — Аа — 2r = 2, 

=z — 2z, + (5 — à) z, = 1. 
45T. E ES 


Аа = "а +0—-Mx БА 2, 
An + Arg + (2 — 0) zs + Ar, = 2, 
A + Эх, + @—),— =2. 


En los problemas 4.5.8—4.5.11 se examina el sistema com- 
patible no homogéneo de ecuaciones (4.5.1) de rango r. Se supone que 
Jas ccuaciones y las incógnitas están numeradas de modo que los 
menores de orden 1, 2, - . -. г de las primeras filas y las primoras 
columnas de la matriz del sistema difieren de cero. 

Aplicando el método de eliminación de incógnitas mostrar 
nte el sistema (4.5.1) se puede hallar expresiones de las 
‚ т, con ayuda de las incógnitas independientes 
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ч Zn de 1а forma siguiente: 


B= cwt entrat Саа. с, „д, 
Ea = Cao H сил de Car F 


(4.5.2) 
od балы + Cranea t E Cr, orto 


Estas fórmulas so llaman solución general del sistema (4.5.1). Las 
fórmulas (4.4.3) son un caso particular de las fórmulas (4.5.2). 
4.5.9. Mostrar» que el vector 


Jo = (де, Cam -+ 5 Cros O, O, ..., 0) 


es solución del sistema (4.5.1) y los vectores 


Ynot (64, ners Camors -eos Eramos 0, 0, 


forman el sistema fundamental de soluciones del sistema homogé 
reducido correspondiente. 
Completando las fórmulas (4.5.2) por las identidades 


ЫТ 


F 
interpretar las relaciones obtenidas como ecuaciones paramólricas 
del plano de soluciones del sistema (4.5.1). 

4.5.10, Demostrar que el rango de la matriz 


compuesto de los coeficientes de las fórmulas (4.5.2) es igual al rango 
de la submatriz 


Oresi -ee nd 
а, 


ап 


de la matriz ampliada dol sistema (4.5.1). 
4.5.11. Demostrar que el vector 


U= (Cii Cato +С), id ... 
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es solución del sistema de ecuaciones 


Apt H Бан, ан 
y el vector 


lo = (аео э) 


es solución del sistema de ecuaciones 


Estudiar la compatibilidad y hallar la solución general de los 
sistemas de ecuaciones aducidos a continueción: 


4542. Br — Tár, + 462,4 Bár, = 90, 
— 95r, + 185x, — 115z, — 210z, = —225, 
572, — 112, + 69, + 1267, = 135. 
АУЗ. 1052, — 1751, — 315z, + 245r, = 84, 
907, — 150, — 270, + 21024 
752; — 125r, — 2252, + 115z, = so. 
АЗАА. Tx — 52, — 22, = 4x4 
3, + 20, + =, + 2r 
2 — та — ty- 0,1, 
=n + 2.+224= 1, 
= a+ n+. 
45545. n+ 22. d+ án = 0, 
Tr, + fáz, + 202, + 272, =0, 
Эт, + 102, + 162, + 192, = 
За + 52. + Gr, + 132 


4.5416. 


4547. 121, — 18r, + 102z, — 174x, — 216г, 
142, — Mz, + 1197, — 203z, — 2522, 

23+ 2+ 3 

d+ 5z+ 6r 

a+ 8+ 9 = —3. 
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18. 2x4 Ar, + Ba, — Urza 
Sr + 37, + Mx, Sr, 
40r, + 15r + 55т, — 2574 + 2131, 
56r, + 212, + 772, — 35r, + 1972, 
45.19%. 2000, + 0,003x, — 0.32, + 40r, 


600002, + 0,07, — 9r, + 13007, = 


= 5, 

30007, + 0.005, — 0,42, + 90r, = 8, 
500z, + 0,0007x, — 0,08z, + Br, = 13. 
90 


n+la— 5r + int n= A 
Br +Izr, — л 3r, + 01, 
— m 1323 2+ = —14, 
Z, — 16x, + 225 

2r, + 5л, 


АЗДА. Br, +12,=20, 4.5.22. z, — 5r, + 2ra 


ls, + Mz, = 35, 2. + 1. +2 

Dz, + = 0, 27, — Ta, + 32, 
162, + 207, = 0, Эл, + 2, + Ars 
10r, + (Lx, = 22, 2 — озу та 


151, + 18ra = 33. dz, + 3л, + б 


Estudiar el sistema y hallar la solución general en función del 


valor del parámetro A: 


4528. 3r + 25, + z= i, 
Tr, + бт, + 523 = A, 
ба + би + 32, 
Л. Az, + za +z = 
bx + 27 — 2x9 
E +2 
247, — 38r, + 46r, = 2, 
Ox, + Az, + 115z, = 65, 
Вт — 1332, + 1612, = 01. 
4526. m+ t, + Àn =i, 
n+i+zm=1 
da + a+ 2-1 
6527. n+utia= 2 
т ++ сеч; 
An + nt za * 
45.28. n + а+Мму= б 
щ Hirt s= 0, 
da + n+ 2 = 0. 
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G-2MA+ (M7 + 
2-0 n tA + 
n+ PAT E PEA 

4.5.30. (3 + 2A) z, + (1 + ЗА) 22 + Azs + (A — 1) zu 

BAr, + (3 + 2A) za + Azs + (A — 1) z 

Bn + Зх, + Зх, + (A —1)х, 

ЗА, + BAr, + Эл, + (A — 1), 


2n +36 + + 
ж 029.0 ла х, = 5. 
= + n, +3r tint n= 8, 
2a — 2. + 28, + 20, =-6 
tienen valores de Jas incógnitas z, y x, constantes e ignales a 4 y a 0, 
respectivamente. Explicar este hecho en términos de la dependencia 
lineal y de la independencia lineal de las columnas de la matriz 
ampliada del sistema. 
5.5.32. ¿Pueden las fórmulas 
зь +2, + 3z, + б. 
2л, Harat 2 + 2л. 
n= n+ nt on ze 
q ie =. ¡Bag ба 


242, — bra — 202, + 11. 
—17x, + 5x2 + 207, — 13ш,. ( 

a + 2 % 

41 — 1— 523+ 32, 


describir la solución general de un mismo sistema de ecuaciones 
lineales de 8 incógnitas? 
4.5.33. Reemplazar en las fórmulas (4.5.3) del problema 4.5.32 
la primera relación por 
ть = 225, — ба, — 202, 4 172, 


y responder de nuevo a la pregunta del problema 
4.5.34. Demostrar que el conjunto de polinomios / (1) de grado 
<r que satisfacen las condiciones f (m) = bi. f (as) = б... 
1 (аһ) = 5, (donde Ал +4 y ащ. .-- an бу-бу 
Son números arbitrarios y, además, todos los а, 1 £ i< k son 
distintos) no es vacío y es un plano. Determinar la dimensión de 
este plano. 
4.5.35. Mallar tres polinomios f (2) linealmente independiento: 
de grado <5 que satisfacen las condiciones f (0) == 1, f (1) = 
10) = —5. 4 (3) = —20 
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4.5.36*. Verificar si el sistema de ecuaciones 


а + zo + 2. 22, 
8л, + Tz, + Tzs — 92 
ба + 5z, + 52, — Sze 


es compatible y hallar la solución normal de este sistema. 

4.5.37. Demostrar que para que un sistema no homogéneo de 
ecuaciones lineales, сп el cual el número de ecuaciones es igual al de 
incógnitas, sea compatible es suficiente que el sistema homogéneo 
reducido tonga una solución única. 

4.5.38. En el sistema compuesto de n ecuaciones con n incógnitas 
las columnas gy, фу, «+ ga de la matriz de coeficientes forman 
un sistema ortonormalizado. Demostrar que este sistema está dofi- 
nido y su solución puede calcularse mediante las fórmulas 


mba ind 


Aquí b es un vector de dimensión л compuesto de los segundos miem- 
bros del sistema у-е1 producto escalar se calcula por medio de 1а 
regla usual del espacio aritméti 

4.5.39, Demostrar que la afirmación del problema 4.5.38 tam- 
bién es válida para un sistema compatible cuyo número de ecua- 
ciones no es igual al de incógnitas (se conserva la condición de 
columnas ortonormalizadas). 

4.5.40. Utilizando el resultado del problema 4.5.38 resolver el 
sistema de ecuaciones: 

az, + bz, + cx, + dz, =p. 
bz, + ату + dz, — cz, = g. 
4 — dz, + azs + bz, =r, 
ё + cz, — brs + ax, =з 
suponiendo que А = a? +b? + c? + 02 5 0. 

4.5.41. Deducir del resultado del problema 4.5.34 que si los 
valores de dos polinomios f (t) y g (t) de grado «Сп coinciden para 
más de n valores distintos del argumento, entonces estos polinomios 
son iguales (es decir, coinciden los coeficientes de un mismo índice 
de los polinomios). Deducir que la definición de igualdad de poli- 
nomios que hemos adoptado corresponde a su igualdad como fun- 
ciones (es decir, a la coincidencia de valores para todos los valores 
de la incógnita). 

4.5.42. Haller el polinomio f (f) de tercer grado para el cual 
TM) = —2, 1(2) = —4, 1(3) = —2, 1 (4) = 10. 

4.5.43. Hallar el polinomio (0 de grado<á para el cual f (—2) = 
= 10, 1 (1) = 4, f(--3) = 60, f (2) ) 

4.5.44*. Demostrar que el polinomio / 0 "ае grado <2k que satis- 
face las condiciones f (а) = f (—ar) ‚ k, donde aj. 

- -» а} son números distintos no iguales ш obligatoriamente 
par, es decir, es válida la igualdad f (1) = f (0). 
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4.5.45. Demostrar que el polinomio f (f) de grado <2k — 1 
«ue “satisface las condiciones f (as) = —/(—а). {=1.. Я 
donde a?, .. .. a son números distintos y no iguales a сего. es obli- 
gatoriamente impar, es decir, es válida la igualdad f (1) = —/ (0). 
4.5.46. Demostrar que cualesquiera que sean los números a, bọ, 
¿ón existo un polinomio $ (9, y uno solo, de grado <n 
ш que / (a) = Ba f’ (а) = 0 10 (a) = 
#54. Hallar el Ёт $ (£) de grado 49 para el cual f (2) = 
5,1 (2) = 19, /® (2) = 40, J® (2) = о (2) = 24. 
0.5.48". Demostrar де cualesquiera e sean los números а, 
bo ~» со (a, =® ау) existe un polinomio f ($, y un 
Sila “de grado ЕЕ "а его = bp f (1) = br -e Й (д) = 


FG) = —3, /0 (1) = 12. 39 (0) = 
SS а a Сымал dos А а. 
„б bu -+e бубу o с (азар k+l=n— 1). 

te m polinomio, y uno sol ado <n que satisface las con- 
а 


) = bas - + n 7 (а) = бл. f (а) = со. 
с. 


Fa) 
@ e 10, лз a polinomio f (£ de grado s pu el cual f 49 = 
2, f (—1) = 


б (а) 
{ el polinomio f (1) de grado <5 para el cual f (1) 
j po = —1. (1) = 14, 9 (8) = 24. 1(2) = 

2) = 

4.5.52. Los segundos miembros b; de un cierto sistema de n 
ecuaciones lineales con n incógnitas son funciones derivables de la 
variable t; los cooficiontes а, de incógnitas son números constantes. 
Demostrar que los componentes тү, . . .. х, de la solución зоп tam- 
bién funciones derivables de £; además, 


4.5.53*. Utilizando las fórmulas de Cramer deducir para la 
n-ósima función derivable 


104% 
la relación 
һу 0 © f 
кау в) 0... 81 
0 = зету — һ® iS 2 (0) һ0 2900 |- 
һо (у Chih (у слу Em 


4.5.54. ПаПаг el valor de la quinta derivada de Ja función 


eo 
O SS 


pora t= 

4.5.55. Demostrar que las soluciones zy, - 
sistemas de ecuaciones lineales de una misma matriz de coeficientes 
para las incógnitas y los segundos miembros b,, by, respectiva- 
mente, son linealmente dependientes зі, y sólo si, los segundos 
miembros son dependientes. 


ту de ciertos 


OPERADORES LINEALES Y MATRICES 


$ 5.0. Terminología y generalidades 


Supongamos que están dados dos espacios lineales X е Y y los 
los san reales o complejos. Llámase operador lineal A de X on Y 
a la correspondencia entre los elementos de estos espacios. que a Lodo 
xeetor a Є X le asigna un vector bien definido y € Y llamado imagen 
del vector г у designado Az, además, 


A (az + Bra) = adz, + Bra 


cualesquiera que sean los vectores ту y ту y Jos números a y б. Сото 
en adelante se examinan solamente operadores lineales a veces omi- 
timos el término «lineal» en la denominación del operador. 

Fl conjunto de lodos los vectores Ат, т € X se Паша campo de 
calores o imagen del operador А y se nota T4. El conjunto de todos 
los vectores 7 tales que Az = 0 se Пата núcleo del operador A y so 
nota M4. La imagen y el núcleo de пп operador lineal son subespacio 
lineales (véase el $ 5.1); en esto caso la dimensión del subespacio 7л 
se nota ra y se Пата rango del operador А; а dimensión del subespa- 
cio Na Se designa na y se Пата defecto del operador A. 

Pesignemos рог wyy el conjunto йе los operadores lineales de 
X en Y. Se puede definir la estructura del espacio lineal sobre el 
conjunto xy. А saber, adoptemos que 


1. (A + Вул = Az + Bz; 
2. (1A)z = МА); 


í z ев un vector arbitrario de X. Los operadores AL В y AA 
definidos por estas relaciones se Патал respectivamente suma de 
operadores A у B y producto de un operador А por un número à. El 
сого del espacio lineal oyy será el operador nulo de X en Y. es decir. 
el operador que a Lodo vector de X le hace corresponder el cero del 
spacio У. 

Supongamos que ahora А € oxy, X € өуг. Llámase producto 
de un operador B por un operador А al operador С = BA de X en Z 
definido por 1а relación 


Сх = B (Ax) 
ч 


Para que el producto BA tenga un sentido es necesario y sufi- 
ciente que la imagen del operador А pertenezca al dominio de defi- 
nición del operador 8. Esta condición está de antemano cumplida 
si se examinan los operadores de шу. Cualquiera que sea un tal 
operador A diremos que él actúa en el espacio X. 

Para un operador А de охх una potencia natural A” puedo ser 
definida como el producto de k operadores iguales a A. Para todo 
operador А consideramos por definición que 


А° = Е, 


donde £ es un operador idéntico u operador unidad (ев decir, un ope- 
tador que a Lodo z € X le hace corresponder este mismo vector 2). Si 


10 = а +++ +... + ай 


ез un polinomio arbitrario, el polinomio f (А) del operalor A se 
llama operador 


ПО) = Е + аА + аА +... had 
El operador А ¿ue actúa еп un espacio Х de dimonsión п se Пата 
no singular зі ol defecto de este operador es igual a cero о el rango 


es igual a n, lo que os lo mismo. Рага un operador А no singular 
oxiste un operador іпег] B y uno solo tal que 


АВ = ВА = Е. 


El operador В se llama inverso del operador А y se nota A“, 

El operador inverso permite calcular las potencias negativas 
enteras de un operador A 'ho singular. А saber, si k es un número 
natural se supone”que ` 


о озш 


o, lo que es lo mismo, 


yA 


A~ = (AN 


Llámaso suma de matrices A у B de tipo m X n a la matı 
= А +B de tipo m X n tal que 


cy = ау tb і= 1, ‚m ј = 1 


Llámase produclo de una matriz А de tipo т X n por un número 
à a la matriz DAA de tipo m X n tal que 


dy = ар 


Una matriz unidad (véase el $ 3.0), así como un operador idén- 
tico se notan E. Si hace' falta indicar explícitamente el orden л 
do una matriz unidad se valen de la notación £,. Las matrices de la 
forma AE se llaman escalares. 


=i, om ја 1,0. п 


“2 


Llámase producto ВА de la matriz B de tipo p X т por la matriz А 
de tipo m X n a la matriz С de tipo p X л tal que 


су= baan i=in 1—%- 


Para que el producto BA tenga un sentido es necesario y suficiente 
que el número de columnas de la matriz B sea igual al número de 
filas de la matriz A. Esta condición está cumplida de antemano si 
las dos matrices son matrices cuadradas de un mismo orden. 

Para una matriz А no singular (es decir, para una matriz cuadrada 
enyo determinante no es igual a cero; véase el $ 3.0) existe una sola 
matriz inversa 47! que satisface las igualdades 


ЛА АА = ЕЁ. 
А-1, los elementos буу de la matriz B pueden 
janle las fórmulas 


"A, 
bu= йг: (5.0.1) 


Si se supone que 7 
ser enleulados mo 


An es el cofactor (complemento algebraico) del elemento ayı. 

Si la matriz cuadrada С de orden m X n es el producto de dos 
matrices rectangulares А у B de tipos n X т y т X n, respectiva- 
mente, y si т >n, para el determinante de la matriz С es válida 
la fórmula de Dinel-Cauehy 


de C= 3 a( Pa B (5.0.2) 
ИРЕ 
En particular, зі A у B son también cuadradas, entonces 
det AB = det A-det B. (5.0.3) 
Sea A un operador de ху Y Sean ey, ..., 6а. +09 Gm las 


bases fijadas del espacio X y del espacio Y, respectivamente. Des- 
compongamos los vectores Ае, » - ., Ае„ Por la base q, ..., дн: 
Аа = пф + anga + --- + ама], 
Ae, = mh E аат + --- H nado 
Aen = аһ + азай: + +++ + атат 
A partir de los coeficientes de estas descomposiciones construyamos 
vna matriz de tipo т X n: 


G аз -e Gyn 
Apm] ба + бым]. (5.0.4) 
Cms Gma => Gmn 


saoo “з 


Dicen que A şe es una matriz del operador А en el par de bases ец, ... 
‚зз, En Y Qs > бээ qm 0 que en este par de bases Ау, define el ope- 
rador А. 

Llamaremos a una matriz m X 1 vector columna de dimensión m 
y a una matriz Í X n, vector fila de dimensión н. А cada vector 
2 € X le asignaremos un vector columna ze de dimensión n compuesto 
de las coordonadas de este vector en la base e. .. -, Ca- De un modo 
análogo a todo vector y € Y le asignaremos un vector columna yg 
de dimensión m compuesto de las coordenadas de este vector en la 
hase q, » - -. Gm: La relación entro Jas coordenadas del vector z 
y del vector y = Az puede ser escrita en nna forma matricial 


Ya = Age Te- (5.0.5) 
Para describir un operador А de wxx es suficiente fijar ma sola 
base: ер, - --+ е. En este caso los vectores Ае... ., Acn deben 


ser descompuestos por esta base. La matriz compuesta a partir de 
coeficientes de descomposición se nota A, y se Пата matriz del ope- 
rador A en la base е, ; . -, ёп. Dicen también que A. define el ope- 
rador А en esta base. La fórmula (5.0.5) pasa a 


Ye= Acte (5.0.6) 


Supongamos que en un espacio X están fijadas dos bases 
eee ên Y fp fa- Descompongamos los vectores fı. . 
por la base еу, ..., €n? 

h = риб + Рае d+ F Prita 
La = Рие + Pasta + ~- H Ралев. 
Ín = Prats + Panta + -oe + Panta 


Utilizando los coeficientes de estas descomposiciones construyamos 
la matriz 


Pu Pa --- Pin 
p=|Pa Ра --- Par (5.0.7) 


Pri Paz -+> Pan 


La matriz Р se llama matriz de cambio de la base еу... .. en a la base 
Jus > + + 1. Si Ze y тү son columnas de las coordenadas del vector z 
en las bases indicadas, entonces la relación entre estas columnas está 
dada por la igualdad + 

ze = Pzp (5.0.8) 


Con ayuda de la matriz de cambio se puede escribir también la 
relación entre las matrices А, y Ау do un operador А que actúa en el 
espacio X: 


A= PAP. (5.0.9) 
ч 


Si A € оху y si en cada uno de Jos espacios X e Y están fijadas йоз 


Эшей гу, „ ...„ епз, 0-00 Ја Y Gs <> T > > чы Ems тезресіі- 
vamente, entonces las matrices Áge y Au están enlazadas por la 
relación 
Ay = ОАР, (5.0.10) 
donde P ез la matriz de cambio de e, ..., en a fr -n fn YQ 
es la matriz de cambio de g, ---. Qm a д, o as bm 
Si Jos elementos de u» espacio aritmético se escriben con la 


forma de vectores columnas, la fórmula (5.0.5) permite identificar 
los operadores de Ra еп R (o de Ca еп Cm) con matrices m хп 
reales o complejas, respectivamente (para obtener más detalles véase 
el problema (5.6.7)). Teniendo en cuenta esta advertencia hablamos 
más adelante de la imagen de una matriz, de su núcleo, etc. 


$ 5.1. Definición del operador lineal, imagen 
y núcleo de un operador 


Determinar, si es lineal cada uno de operadores siguientes de un 
espacio euclídeo tridimensional de vectores geométricos. Todos los 
operadores se describen por su acción sobre un vector arbitrario т. 
En este caso a y b designan los vectores і 
número fijado. 

5.1.1. Az = а. 5.4.2. Az =z +a. 5.1.3. Ax = от. 
1.4. Аз = (z, a) а. 5.1.5. Az = (a, z) b. 5.1.6. Ат = (a, 2) z. 
Ах = (2, al. 5.1.8. Az = la. lz, bl). 


5. 

Verificar cuáles de las aplicaciones del espacio enclídeo tridi- 
mensional de vectores geométricos en un conjunto de números reales 
indicadas más abajo son operadores lineales. Todas las aplicaciones 


se describen por su acción sobre un vector arbitrario z; а у б son 
vectores fijados en el espacio, @ es un número fijo. 

5.1.9. f(x) = а 5.1.10. f(2) = (2, a). 5.1.11. (т) = cos (z, a). 

5.4.12. f(2) = (2, 2). 5.1.13. f(z) = (la, 2), 0). 5.1.14. (2) = 
=(z, la, 2). 

Establecer cuáles de las transformaciones del espacio aritmético 
tridimensional que siguen a continuación son lineales. Cada trans- 
formación se describe por su acción sobre un vector arbitrario z; 
en este caso los componentes del vector imagen están dados como 
funciones de componentes del vector т. 

5.1.15. Az = (z, з, 2). 54,46, Az = (z3 2,2). 54.17. 

Ax = (тә тыл, — 1) 


ө 115 


5.4.18. Ar=(2, + 22, — 323, Зл, —22 + Зл, 21,4 Зл. 
+ 223). а cda 

Hallar cuáles de las transformaciones siguientes del espacio Af» 
de polinomios de grado <n de la variable real t son operadores 
lineales sobre este espacio. Cada transformación se describe por su 
acción sobre un polinomio arbitrario / (1) 
5.4.49. А} (у= f (8). 5.1.20. Af (0) = f (t +1). 
24. Af (t) = f (at + b). donde а у b son números fijaros, 
además, а з 0. 

5.1.22. Af (1) = f (i). En el texto que sigue este operador se 
llama operador de derivación. 

5.1.23. Af (1) 10 (4). En el texto que sigue este operador se 
llama operador de derivación k-múltipla. 

5.1.24. AJ (у = f (t + 010. 

5.1.25. Af (Ð = f (t + 1) — g (t). donde g (t) es un polinomio 
no nulo fijado. 
5.1.26. Af (t) = 1f (4). 
54.27. Ар) = Í (0 
5.4.28. Mostrar que a) la transformación del problema 5.1.22 
Puede ser considerada como un operador lineal de Ma еп Mp; 
Ъ) la transformación del problema 5.1.26 es un operador lineal de 
М, еп М ъл; с) la tenmsformación del problema 5.1.27 es un ope- 
rador lineal de Ma en Min: 

5.1.29. El espacio lineal X es la suma directa de los subespacios 
г, y La. Demostrar que el operador P, que asigna el veclor s, de 
esta descomposición а cada vector т del espacio X con la descom- 
posición 


а= +2 


donde z, € Ly. ту € La, es un operador lineal. Bl operador Р se 
Пата operador de proyección del espacio X sobre L, paralelamente 
a Ly. 
5.4.30. El espacio lineal X es la suma directa de los subespacios 
1, y 14. Demostrar quo el operador А que asigna ol vector y = 2, — T 
a cada vector z del espacio X con la descomposición 


zen +2. 


donde z, € Ly, 2, € La, es un operador lineal. El operador R se Пата 
aplicación del espacio X en L, paralelamente а Ly. 

5.1.31. Aclarar el sentido geométrico de la aplicación ortogonal 
de un espacio cuclídeo tridimensional en un subespacio bidimen- 
sional D. 

5.4.32. Una base е, ...,‚ ез está fijada en un espacio lineal X. 
Domostrar quo la correspondencia, que asigna a cada vector z del 
espacio su Pésima coordenada en esta base, será un operador lineal 
de X en un espacio de números reales o complejos. El operador 
lineal que aplica el espacio X en el campo numérico correspondiente 
se Mama funcional lineal sobre X. 
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5.1.33. Demostrar que todo operador lineal que actúa еп na 
espacio unidimensional se reduco a la multiplicación de todos los 
vectores del espacio por un número fijado para el operador dado. 

5.1.34. Describir todos los operadores lineales del espacio №* 
(véase el problema 1.4.6) 

1.35. Demostrar que Lodo operador lineal Lranslorma un sistr- 
de vectores linealmente dependiente en un sisloma de vectores 
linealmente dependiente. 

5.1.36. ¿Es correcta la afirmación: un sistema de vectores lineal- 

mente independiente se transforma por un operador lineal en un 
sistema linealmente independiente? 
1.37. ¿Es correcta la afirmación: si los sistemas de vectores 
Zis -s Ta 2 Ya, - - -+ y son equivalentes, los sistemas de vectores 
Az,- Алу у Ау, ---. Ayı son equivalentes para todo ope- 
rador linea) А? 

5.1.38. Supongamos que A € wx y y Les wn subespacio arbitrario 
de un espacio X. El conjunto de vectores Az, donde z € L se Mama 
imagen del subespacio L y se nota AL. Demostrar que A L es un subes- 
pacio del espacio F. 

5.1.39. Demostrar gue la dimensión del subespacio AL по sobre- 
pasa la dimensión del subespacio Z. 

5.1.40. Sean L la suma de los subespacios L y Za, Lo, su inter- 
sección. ¿Es verdad que para todo operador lineal А: 

a) AL = AL, + АТ; 

b) АЛ» = Aly N AL? 

5.1.41. Dar vn ejemplo de operador lineal tal que la fórmula del 
problema 5.1.40, b) no tenga lugar. 

5.1.42. Mostrar que si se conocen Jas imágenes Aey, ..., Ala 
delos vectores е, - . .. Ca que constituyen una base de un espacio X, 
la acción de nn operador lineal A sobre un vector cualquiera del 
espacio X se define dle un modo único 

5.1.43. Sean e, .. .. e, vna hase de un espacio X e Yy, + - -, Yn 
un sistema arbitrario de vectores de un espacio Y. Demostrar que 
existe un operador A. y wno solo, de шу tal que Ae, = у, і = 

з ч 
5.1.44. Sean zy, --.. Za un sistema arbitrario de vectores de 
un espacio X € yy, - . -, Ya Un sistema arbitrario de vectores de un 
espacio Y. ¿Es correcta la afirmación: existe un operador lineal А 
de өх y que transforma los vectores т еп vectores yy, i = 1,..., k? 

5.1.45. En los datos del problema 5.1.44 suponer además que 


el sistema de vectores ту, .. -, ту es linealmente independiente, 
¿Es justa en este caso da afirmación del problema? 
5.1.46. Una hase er, . . ., en está fijada en пп espacio X. Mos- 


trar que la acción de una funcional lineal f sobre un vector arbi- 
trario z del espacio puede ser determinada mediante la fórmula 


F = ащ +... catas (5.1.1) 
ит 


donde оц, .... An зоп las coordenadas del vector 2; су, -.., Cp 
son las imágenes de los vectores do base. Inversamente, la fórmu- 
Ja (5.1.4) defino la funcional lineal sobro X para los números су, 

- ==; са cualesquiera. 

5.1.47, Mostrar que la fórmula 


el (t) = f (a, 
define en el espacio Mn de polinomios de grado <n wna funcional 
lineal р. Aquí f es un polinomio arbitrario de Af; ay es un número 
fijado. ¿Es justa la afirmación recíproca: toda funcional lineal ф 
de М, puede ser dada de este modo eligiendo convenientemente el 
número ay? 

5.1.48. Sean L un subespacio de un espacio X y А un operador 
arbitrario de оху. Mostrar que la acción del operador А sobre el 
subespacio Z puede ser considerada como a) nn operador lineal de L 
en Y; b) un operador lineal de Z en AL, 

5.1.49. Sean L un subespacio de un espacio X y А un operador 
lineal de Z en un cierto espacio Y. Mostrar que existe un operador 
lineal de X en Y cuya acción sobre el subespacio L coincide con el 
operador А 

5.1.50. Construir en el espacio M, de polinomios de grado л 
dos operadores lineales distintos que coincidan sobre el subespacio 
М. л con el operador do derivación. 

5.1.51. Supongamos que ol espacio X os una suma directa de 
los subespacios Lys . . .. Ly. Mostrar que la acción de un operador 
lineal A sobre un vector cualquiera del espacio se define de un modo 
único si es conocida la acción de este operador sobre cada uno de los 
subespacios Да, <-> Lae 

5.1.52. Scan А un operador lineal on un espacio lineal real 
R y С un espacio complejo obtenido de R por complexificación 
(véaso el problema 2.5.13). Definamos el operador А en С del modo 


siguiente: para un vector arbitrario z = z + ¿y de С. donde z. y € R. 
suponemos 


Åz = Az + iAy. 
Mostrar que el operador Á es lineal. 

¿Se puede obtonor de este modo todo operador lineal del espa- 
cio С? 

5.1.53. ¿Puedo una funcional lineal tomar sobre un espacio 
lineal complejo solamonto valores reales? 

5.1.54. Mostrar quo el núcleo M4 de un operador lineal arbitra- 
rio А de un шку в un subzspacio de un espacio X. 

5.1.55. ¿Es verdad que todo subespacio de un espacio X es un 
núcleo de un cierto operador lineal de X en У? 

5.1.56. Según el problema 5.1.38 la imagen 7, de un operador 
lineal arbitrario A de оху es un subespacio Y. ¿Es verdad que todo 
subespacio del espacio Y es una imagen de un cierto operador lineal 
de X en Y? 
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57. Demostrar que el conjunto de todas las preimágenes de 
un vector y de 7'4 es un plano del espacio X con un subespacio di- 
sector Na- 

5.1.58*. Construir para un operador А de ө y la correspondencia 
biunivoca entre 7, y los planos del espacio X de la forma Р = 
=» + Na 

5.1.59. Según el problema 4.2.18, el conjunto M de todos los 
planos del espacio X de la forma P = т, + N4 es un espacio lineal. 
Demostrar que la correspondencia entre los planos de M y los vec- 
tores de 7, construida en el problema 5.1.58 es un operador lineal 
(do M en T4). Hallar el núcleo y el defecto de este operador. 

5.1.60*. Demostrar que para todo operador А de оху la suma 
del rango y del defecto es igual a la dimensión del espacio X. 

5.1.61. Dar un ejemplo de operador lineal de wxx tal que el 
espacio X no sea una suma directa de la imagen y del núcleo de este 
operador. 

PELOR Sea М за subespacio cualquiera complementario del 
núcleo Na del operador А. Demostrar que: 

a) todo sistema linealmente independiente de vectores de M se 
transforma por el operador A еп un sistema linealmente indepen- 
diente (compárese esta afirmación con el problema 5.1.36); 

b) el subespacio M se aplica por el operador A de un modo biuní- 
voco sabro su imagen 74. 

5.1.63. Demostrar que para dos subespacios cualesquiera NM 
en un espacio X de dimensión n y T en un espacio Y, tales que 
dim N + dim 7 = n, existe un operador lineal А de wyry tal gue 
sn núcleo coincide con № у su imagen, con Т. 

5.1.64. Construir en el espacio М, dos operadores lineales dis- 
tintos. «de una misma imagen y un mismo núcléo. 

5.1.65, Sea А un operador de X en Y; el subespacio L verifica 
la inclusión LC T4. Demostrar que un conjunto de vectores z 
de X cuyas imágenes pertenecen а £ (llamado preimagen completa 
del subespacio L} es también un subespacio y su dimensión es igual 
a dim L + na 

5.1.66. Hallar el defecto de una funcional lineal / sobre un espa- 
cio X de dimensión n. 

5.1.67. Hallar ol núcleo de cada una de funcionales lineales de 
un espacio euclideo tridimensional /, (2) = (z. а) y f:(3) = 
= (la, zl, b). 

3.1.68. Hallar la imagen y el núcleo de un operador lineal en un 
espacio enclídeo tridimensional definido por la fórmula Az 
= ir al 


. El mismo problema para el operador Ar = la, 


Para las transformaciones lineales de un espacio aritmético tri- 
dimensional indicadas más abajo so pide determinar el defecto y el 
rango: así como construir las bases del núcleo y de la imagen. Cada 
transformación se describe por su acción sobre un vector arbitra- 


rio z; en este caso los componentes del vector Az están dados сото 
funciones de componentes del vector z. 
5.1.70. Az = (m +z, + zs z, +z + an э фл. + zad 
5.4.71. Az = (27, — т, — I» л — 2t, + л, у +t, — 210). 
5.1.72. Ат = (л + za + ть nm + ra т + zec ху. 
5.1.73. Describir la imagen y el núcleo do "п operador de deri- 
vación en un espacio Mn. 
5.1.74. Examinar en el mismo espacio А, el operador en dije- 
rencias Аһ 


a 6019, 


donde д es el número fijo diferente de cero. Hallar su imagen y su 
núcleo. 

5.1.75. Examinar la aplicación siguiente del espacio M, en un 
espacio aritmético: 


1 = U (a), -v ae F (02). 


donde аз, - . ., ау son números distintos, Tallar el defecto de este 
operador. 

5.1.76. Hallar la imagen y el núcleo de un operador de proyección 
(véase el problema 5.1.29). 

5.1.77. Demostrar que durante Ja complexificación de un 
espacio real X el rango y el defecto de un operador А de олу Se con- 
servan pasando al' operador Á (véase el problema 5.1.52). 


$ 5.2. Operaciones lineales sobre operadores 


Presentación е los problemas del párrafo. En el presente párrafo elconjunto 
оху de todos los operadores lineales de X en Y so examina como un espar io 1 
neal, Se presta atención espèci 
Dimensión dei, espacio лу. э 

аз clases de subespacios del espacio xy. Aqui examinamos detall: 
damente cómo están ligados las propiedades де dependencia lineal de los oper: 
dores de оу con la posición mutua de las imágenes де estos operadores. 

3: Пайд de Ja suya de operadores, condelones en las cuales Etc es igual a 
la suma de rangos do los sumendos: 


l a las cuestiones siguientes: 


5.2.1. Demostrar que el conjunto œxy de todos los operadores 
lineales de X en Y es un espacio lineal respecto a las operaciones de 
adición de operadores y de multiplicación de un operador por nn 
número. 

= 5.2.2. Demostrar que el espacio de todos Jos operadores lineales 
que actúan en un espacio lineal unidimensional es también unid 
mensional. 

5.2.3. El espacio lineal X* de todas Jas funcionales que actúan 
en un espacio X se llama conjugado con el espacio X. Demostrar que 
el espacio conjugado X* es isomorío al espacio X. 

5.2.4, Mostrar que todo subespacio L de un espacio X verifica 
las relaciones: 


ann 


а) (М) а= АІ si 15%0; 

b) (4 + B) L & AL + BL. donde А y B son operadores de «xy» 
Mostrar que en la relación b), como regla, la igualdad no existe. 
5.2.5. Demostrar que los operadores no nulos А y B de оху 
yas imágenes son distintas, son linealmente independientes. 
5.2.6. Sean ф. .... Gm Una base de un espacio Y y z un vector 
по nulo de un espacio X. Demostrar que los operadores By, + . + Bm 
tales que 


Ba=9 i (5.2.1) 
son linealmente dependientes. 

5.2.7*. Demostrar que para todo operador A de оху bxisten 
operadores Bj, . . -. Bm tales que А = B, +... + Bm y además: 

а) el rango de cada uno de los operadores В, no sobrepasa Ja 
unidad; 

b) Ja imagen de m vector no nulo B; está tendido sobre el vec- 
tor qi, donde Q. + > -. qm з la base fijada del espacio Y 

5.2.8. Sean сү, e, una baso de un espacio X e y, ти vector 
no nulo de un espacio Y. Demostrar que los operadores Ay. + +++ A 
tales que 


Й le к=] 
А00, вер" 


son linealmente independientes. 

5.2.9. Demostrar que Lodo operador de rango 1 cuya imagem 
contiene el vector у es una combinación lineal deoperadores Ay. - - -» 
An del problema procedente. 

5.2.10*. Supongamos que en los espacios X е Y están fijadaslas 
bases €,- -s En Y M- - Im Tespectivamente. Áplicanda los 
resultados de los problemas 5.2.7 y 5.2.9 demostrar que todo ope- 
rador de оху es una combinación linea) de los operadores Ay... An 
que satisfacen las relaciones: 


j=5,...n. (52.2) 


5.2.11. Utilizando) los resultados de los problemas 5.2.6 у 
5.2.8 mostrar que el sistema de operadores definidos por las rela- 
ciones (5.2.2) es linealmente independiente. Deducir de esto y del 
problema 5.2.10 la dimensión del espacio “xy. 

5.2.12. ¿Será wn subespacio lineal del espacio оху el conjunto 
de Lodos los operadores lineales que tienen: a) la misma imagen 7; 
b) el mismo núcleo №? 

5.2.13. Mostrar que si 7 es un subespacio del espacio Y, el con- 
junto oxy de lodos los operadores lineales que reflejan el espacio 
X en 7 ез un subespacio del espacio оху. Hallar la dimensión de 
este subespacio si dim X = n. dim 7 = k. 


5.2.14. Mostrar que si № es un subespacio del espacio X, el 

conjunto K w йс todos los operadores lineales de оху cuyo núcleo 

<onlione el subespacio №, es un subespacio del espacio еду. Hallar 

{а dimensión de este subespacio si dim X = n, dim № = Í, dim Y 

=m 

5.2.15*. Sean L, y Le subespacios arbitrarios de un espacio Y, 
La + La. Lo = La (1 Ly. Demostrar las relaciones siguientes: 

а) шлюхі хаў 

Б) oxu == олі, П хиз 

5.2.16. Supongamos que el espacio Y está descompuesto en 


una suma directa de los subespacios Ly, Ly. ..., Lp. Demostrar 
que 


L 


Oxr=0x1, Фәх... Horty 


3.2.17. Demostrar que el rango de la suma do los operadores 
A y B de өлү no sobrepasa la suma de los rangos de estos operadores. 
5.2.18. Sean los operadores A y B de шуу tales que 


X=T,+T,=N,+N y 
Demostrar que el rango del operador A + В esigual a la suma de los 
rangos de los operadores А у В. 
5.2.19. Deducir del problema 5.2.17 la desigualdad 
Fara >| — ra l- 

5.2.20*. Demostrar que todo operador A de шлу de rango r 
puede ser representado bajo la forma de una suma de r operadores 
«le rango Í poro no puede ser representado on forma de la suma de 
monos de r de semejantes operadores. 

5.2.21*. Hallar la condición necesaria y suficiente para que la 
suma de dos operadores А y B derango 1 sea un operador de rango<1. 

5.2.22*, Un espacio X es de dimensión » (>1). Demostrar que 
еп un espacio охх todo subespacio L de dimensión n + 1 contiene 
por lo menos un operador de rango >1. 

5.2.23. Supongamos que los operadores A y В de oxy son tales 
que para todo vector z de X los vectores Az y Bz son Colineales. 
¿Significa esto que los operadores A у B son también colineales? 

5.2.24*. Suponer en los datos del problema 5.2.23 que el opera- 
dor В оз de rango n (donde n = dim X). ¿Son colíneales en este 
caso los operadores А у В? 

5.2.25. Demostrar que los operadores A y B de rango 1 de la 
misma imagen 7 y del mismo núcleo N son colineales, 

5.2.26. Demostrar que para todo operador de proyección Р 
el operador E — P es también un operador de proyección. Hallar 
la relación que une el núcleo y la imagen de operador £ — P con 
al núcleo у con la imagen de Р. 

5.2.27. Demostrar que para los operadores Р y Л que efectúan 
Ха proyección y la aplicación, respectivamente, del espacio X en Ly 


m 


paralelamente a Ls ез justa la relación: E + И = 2P. 
5.2.28. Mostrar que en una complexificación del espacio real R: 


а) al operador A + B le corresponde el operador А + Ê (véase 
5.1.52); 


b) al operador «A le corresponde el operador аА; œ es un número 
seal 


$ 5.3. Multiplicación de operadores 


Presentación de los problemas del párrafo. En el presento párrafo so exami- 
пап principalmente los problemas siguientes relacionados con la multiplicación 
de operadores: 
|. Imagen y núcleo del producto de operadores. 

2: Polinomios de un operador. 

3; Pormutabilidad de operadores. 

4. Operadores no singulares. 

En al texto que sigue hablando de los productos de operadores que actúen, 
a lo mejor, en espacios distintos suponemos que estos productos tienen sentido. 


5.3.1. Demostrar que para el producto BA de los operadores 
A v В son jnstas las desigualdades: 

a) rna S min (ras га); 

DRA 
Si los operadores A y B actúan en el mismo espacio, entonces 

©) пла Sna 

5.3.2. Demostrar que рага el producto BA do los operadores 
А y B so cfectúan las relaciones siguientes: 

а) грд л — dim (Ta NN a); 

D) npa = na + dim (fa NN o): 

Notar que de b) se deduce Ја desigualdad signiente: 

npa Sna Бл 
5.3.3*. Demostrar la desigualdad de Frobenius: 
Tea Hrac < ТА +T Bac 

5.3.4. Sean A у B los operadores de oxx y BA = 0. ¿Se deduce 
de esto que AB = 0? 

5.3.5. Dar un ejemplo do los operadores A y B tales que AB = 
= ВА =0. 
3.6. Demostrar que un conjunto de todos los operadores lin: 
les B de wxx. los cualos, cuando el operador А está fijado, satisf 
la condición AB = 0, es un subespacio del espacio охх. Hallar la 
dimensión de este subespacio si dim X = л y el rango del operador А 
es igual ат. 

7. La misma pregunta para el conjunto de operadores С 

de wxx que satisfacen la condición СА = 0 cuando el operador А 
de rango r está fijado 

5.3.8. Sean X un espacio de dimensión n y А un operador de 
rango r de wxx. Construyamos con ayuda del operador 4 la trans- 
formación del espacio wrx tal que a cada operador B le asigna un 
operador АЛ. Demostrar que esta transformación es lineal. Hallar 
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ngo y sw defecto. 

Sea A ип operador arbitrario de wxx y supongamos que 
М, y Ty designan respectivamente el núcleo y la imagen de m ope- 
rador ДА+. Demostrar que: 

а) Мус М.с № 

у DTS 7.5... 

5.3.10*. Demostrar que si en una sucesión de subespacios Ny, 
Ma Му. . . (véase el problema 5.3.9) para un cierlo q por primera 
vez Ny = Муза, entonces Ng = Nasa рага k > 1. 

5.3:11. UN operador А 8 wxx se Пата nilpotente si existe u 
número natural q tal que Ат = 0. El menor de tales números q 
se llama índice de nilpotencia de A. Demostrar que el índice de todo 
operador nilpotente que actúa en un espacio de dimensión п по so- 
brepasa т. 

5.3.12, Mostrar que en el espacio M, el operador de derivación de 
polinomios es nilpotente. Hallar su Índice de nilpotencia 

5.3.13. Sean А un operador nilpotente de Índice q y т, un vector 
tal que А912 52 0. Demostrar que el sistema de vectores г. At, 
Аа. - ... А%-\т es linealmente independiente. 

5.3.14*. Demostrar que para todo operador A de өлү cnyo 
rango es igual а 1 existe un número а tal que А? = aA. 

5.3.15. Mostrar que todo operador de reflexión R verifica la 
relación Л? = Е. 

5.3.16. Mostrar quo todo operador de proyección P satisface la 
relación P? = P. 

5.3.17*. Demostrar que inversamente todo operador P 
{асе la condición Р? = P es un operador de proyección. 

5.3.18. Mostrar que de las condiciones Р, + P, = E. P,P, = 0 
зе deduce que: 

а) Pi, Pa son operadores de proyecciós 

b) P:P, = 0- 

5.3.19. Demostrar que en el espacio А7, 
па a todo polinomio f (1) el polinomio g (1) 
nomio del operador do derivaci 

5.3.20. Dicen que f (£) (f (£) 0) ев el polinomio que anula el 
operador A si f (4) = 0. Demostrar que para lodo operador lineal А 
que actúa en un espacio de dimensión n existe un polinomio anulador 
de grado<n". ` 

5.3.21. Sea т (t) un polinomio de grado mínimo entre todos los 
polinomios que anulan el operador A. Demostrar que m (t) es un dlivi- 
sor de cualquier otro polinomio que anula el operador A. 

5.3.22, Demostrar que el polinomio m (£) del problema 5.3.21 
está definido рог el operador А univocamente y com una exactilud 
de la multiplicación por un número no mulo. El polinomio т (1), 
normado por la condición de que su coeficiente mayor sea igwal 
а uno, se llama polinomio mínimo del operador А. 

5.2.23*. Hallar ol polinomio mínimo 

a) de un operador de proyección; 


е salis- 


n operador A que asig- 
= J (t4 1), es mn poh- 
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b) de un operador de reflexiós 

с) de nn operador nilpotente de índice g. 

5.3.24. Mostrar que para un operador de rango 1 el polinomio 
mínimo os de grado 2. 

5.3.25. Los operadores А у В de Oxx se Патап conmutables si 
AB = BA. Sean A un operador que conmuta con B y B un operador 
апе conmnta con С. ¿Se puede deducir que А conmnta con С? 

5.3.26. Mostrar que dos polinomios cualesquiera de un opera- 
dor A son conmntables. 

5.3.27. Mostrar que si los operadores A y B son conmutables, 
entonces cualesquiera polinomios f (А) y g (5) de estos operadores 
son_conmutables 

5.3.28, Demostrar que para los operadores conmutables A y № 


(ARBOL ara ра... В". 


5.3.29. Demostrar que los operadores de rango 1 do un mismo 
núclco y una misma imagen son conmutables. 

5.3.30. Los operadores A y B son conmutables. Demostrar que 
вле №. 

$.3.31% Demostrar que si los operadores de proyección Р, y Pa 
son conmutables, su producto es igualmente un operador de proyec- 
ción. Con esto: 

a) Гь, Т», N Tos 

D) Мр, = Му р, 

5.3.32". Demostrar que la suma de los operadores de proyección 
P, y Р, es un operador de proyección si, y solamente si, P,P, = 
= P,P; = 0. Con esto: 

a) Трк, = Tp, + Тр 

D) ра Хв, N Ny 

5.3.33". Demostrar que si un operador A conmuta con cada ope- 
tador de wxx, entonces AL = L para todo subespacio L de X. En 
particular, para todo vector z de X los vectores г y Az son coli- 
neales. 

5.3.34. Aplicando el resultado del problema 5.3.33 demostrar 
el lema de Schur: si un operador А conmuta con cada operador de Oxx, 
entonces éste es un operador escalar, es decir, А = qÈ para un cierto 
número a. 

5.3.85. Mostrar que si Á es un operador no singular, para todo 
subespacio 2, tiene lugar la igualdad dim L = dim АГ. 

5.3.36. Un espacio X es una suma directa de subespacios Ly, ... 
Ly. Sea A, un operador no singular dado sobre el subespacio Zr, 

<.. k, Mostrar que el operador А de © que coincide sobre 
cada uno de subespacios Га con el operador correspondiente А, es 
ча operador no singular. 

5.3.37. Verificar que el operador de derivación: 
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а) es singular en el espacio АГ, de polinomios de grado < n: 

b) es no singular sobre un espacio lineal bidimensional tendido 
sobre los funciones J, = cos £ y f = sen £(con las definiciones nsna- 
les de la adición de funciones y de la multiplicación de una función 
por un númera). 

5.3.38. Hallar el operador inverso del operador de derivación 
del problema 5.3.37, b). 

5.3.39. Hallar el operador inverso de un operador de reflexión R. 
-A0- Mostrar que para un operador А no singular y para Lodo 
número æ diferente de cero 


bayim 1-47, 


*. Demostrar que si А es un operador de rango 1, por lo 
menos wno de los operadores E + А y Ё — А es no singular. 

5.3.42. Demostrar que si un operador A es no singular, para todo 
operador B 

гав = гвл =» 

43. Demostrar que el producto de operadores А у B es mn 
operador no singular si, y solamente si, cada uno de los operadores 
А y В es no singular. Con esto 
(АВуз = В-А-!. 


5.3.4. Demostrar que un operador A no singular y un operador B 

arbitrario verifican la identidad 
(A+B) Ач (А—Ву= (4— В) Аз (A+ В). 

5.3.45. Sea A un operador nilpotente de índice q. Demostrar que 

el operador E — A es no singular y que 
(Е— луч =E} A+A... HAT. 

5.3.46. Los operadores A y B están ligados por la relación AR + 
+ A + E = 0. Demostrar que A es un operador no singular y ade- 
más Ла = —E — В. 

5.3.47. Demostrar que si el término independiente del poli 
mio / (1) que anula el operador A, es diferente de cero, А es tam 
no singular, 

5.3.48. Demostrar que el término independiente del polinomio 
mínimo m (£) que anula un operador no singular, es diferente de cero. 

5.3.49. Demostrar que para un operador по singular А que actúa 
en un espacio de dimensión n, el operador inverso А-2 está repre- 
sentado por un polinomio de A de grado no mayor de п? — 1 

5.3.50. Mostrar que dos polinomios cualesquiera / (А) y g (4), 
donde A ез пп operador no singular, son conmutables. 

5.3.51. Sea А un operador de олу, además existe un operador B 
de шуу tal que ВА = Es (operador idéntico del espacio Х). ¿Signi- 
fica esto que AB = Ey? 


n 
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5.3.52. Sean X la cápsula Jineal de polinomios £, 0, ..., 1° 
e Y el espacio de polinomios de grado< n — 1. Examinarla deriva- 
ción de polinomios como un operador A de X en Y, así como la inte- 
gración (es decir, una transformación que a cada polinomio le asigna 
su primitiva) como un operador В de Y en X. Mostrar que 


ВА = Е, АВ = Еу. 

5.3.53. Supongamos que en los datos del problema 5.3.51 
dim Y > dim X. Demostrar que el operador AB será un operador 
de proyección en el espacio Y. 

5.3.54. Mostrar que durante la comple 
real Re 

а) а un operador AB le corresponde el operador АЙ; 

b) a un operador no singular A lo corresponde el operador no 
singular A; 

С) зі A es no singular, al operador inverso А! le corresponde el 
operador inverso Â-!. 


cación del espacio 


$ 54. Operaciones sobre matrices 


Erosenación de los problemas del párrafo, En el presente párrelo examina- 
jas sobre motrices ү, 

йэ, ciertamente, de la operación de multiplicación. Entre los problemas тте 

Iratamos aquí centramos 


sansformaciones elementales. 
jad do las matrices 

fases de matrices cerradas respecto 
5. Rango del producta de matrices. 
$: Operaciones sobre las matrices divididas en células: matrices celulares, 
7. Producto de Kronecker de las matrices. 


Hallar los productos AB y BA, donde 


4 
з. 
1 


multiplicación. 


544. А=|2 —3 0, B= 


l 0 
1-2 30 1 t i 
„a-i i al PE i 
3 

Hallar los productos AB, donde 
5.4.3. А=|—15 97 78 —1442|, B= 


38 —4 69 85 


83 —29 —52 иј 
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вз 52 % 
544. А=]0 4 0, Bel —45 78 —112 
-4 00 85 
5 2 3 —$ 1 
E А 0) 1 
5.4.5. A=[74 72 4 al 2=l4l- 
2-23 4 1 
5 02-32 
709 4 %# 
546. Ае! 1 4л BS 7 {| { 
223 4 
923 2115 0 0 о о о 
$ 1097 518 0 0 о о 0 
547. A= о5р 769 o о" 8} атв 372 1505 
мї 134 0 6 549 795 999 
5.4.8*. Calcular el producto ABC, donde 
991 992 093 
а-| 390 98 ө® „М Zo сз 
997 098 ою | о all 
1000 1001 1002 
14 
c=l1 2l. 
зо 
5.4.9*, Calcular el producto ABCD, donde 
3 3 
А=|5|. Вецэз 510 1281, C=||—1 
7 -i 
D=1 —2 11. 
5.4.10. Mostrar que introduciendo las matrices 
an аз Cin EN Ы 
аы da СУ vlj, zej? 
ањ Amz а bm Ta 


el sistema de ecuaciones lineales 
atit antat -- анха 0 
aid ata de тань 


амала. аа. 


puedo ser-escrito en forma de una ecuación malricial Ат = 


198 


400} 


5.4.11. Mostrar que inversamente la solución de una esuación 
matricial AX = В, donde A y В son los matrices dadas de tipo 
m x п y т X p, respectivamente, so reduce a la solución de p siste- 
mas de ecuaciones lineales de una misma matriz de los coeficientes А 
y de distintos segundos miembros. 

Resolver las ecuaciones matriciales: 


з а] [2 2l 
s413. х] 5 -illz A 
мє H 


2 32 1-08 0 


5.4.12. 


E aS eaa 
ER E E 
341 
11 143 
14 0.32 
1 о}Х=о 1 0 
14 0.24 


5.4.18. Mostrar que si dos productos AB y BA tienen sentido 
y А es ma matriz m X п, entonces B es una matriz п X m. 

5.4.19. Calcular el número de operaciones de multiplicación 
y de adición necesarias al multiplicar una matriz А de tipo m X n 
por una matriz В de tipo n хр. 

5.4.20. Sean A, B, С matrices de tipo m X n, n X p, p X q, 
respectivamente. Calcular el número de operaciones de multipli- 
cación necesarias para obtener el producto АВС. Notar que esta cau- 
tidad de operaciones es función do la disposición delos paréntesis 
en el producto ABC. 

5.4.21. Verificar si para las matrices cuadradas A y B de orden 2 
la sucesión de cálculos de la matriz С = AB, indicada más abajo, 
impone 7 operaciones de multiplicación (mientras que para cons- 
truir AB con ayuda del algoritmo usual hacen falta 8 multiplica- 
ciones): 


Ф = (ац + аз) (би + baa), 


2-0911 129 


Qs = (аи — ац) (бы + brz), 
2 = (аз — 272) (ба + baa), 
Cn = % +04 —% + а, 
са = аз + as, 

са = а, +, 

са = а фа а, Баа. 


Este algoritmo fue propuesto por Strassen. 

5.4.22. Llámese traza de una matriz cuadrada Ja suma de ele- 
mentos de sn diagonal principal. La traza de una matriz A se nota 
ir А. 

Demostrar que se observan las propiedades siguientes: 

a) tr (A + B) = ir A + tr B; 


también vale para A y B rectangulares. 

5.4.23. Las matrices A y B de tipo т X n уп X p, respectiva- 
mente, poseen la propiedad que consiste en que para cada una de 
ellas las sumas de los elementos de una fila son las mismas para 
tedas las filas e iguales а r para la matriz А y a 5 рага la matriz B. 
Demostrar que el producto AB posee la misma propiedad; además, 
las sumas correspondientes de la matriz AB son iguales a тз. For 
mular y demostrar wna confir loga para las columnas. 

5.4.24. Mostrar que las transformaciones elementales de las 
filas de una matriz A (véase el problema 4.1.26) son equivalentes 
a la multiplicación de esta matriz a la izquierda por matrices de for- 
ma especial llamadas matrices de transformaciones elementales: 

а) ala permutación de la i-ésima y la j-ésima líneas le corresponde 

a multiplicación por la matriz Py 


1 


Ру= 4 


1 


(los elementos no indicados de la diagonal principal son iguales 
a 1, los demás elementos, excepto los elementos (i, j) у (j, i) sor 
iguales a cero); 
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b) ala multiplicación de la ¿-ésima fila por el número æ le corres- 
ponde la multiplicación por la matriz diagonal D; 


с) la adición a la i-ésima fila del producto de la j-ésima fila por 
el número a equivale а la multiplicación por la matriz Ziy 


Ly= ` 


(tados los elementos fuera de Ja diagonal de esta matriz excepto el 
elemento (i, ) son iguales a cero) 

Formular y demostrar proposiciones análogos para las transfor- 
maciones elementales de las columnas de la matriz A. 

5.4.25. Determinar cómo cambia una matriz А al multiplicarla 
a la izquierda: 

а) por la matriz Ni 


1 


„ 131 


b) por Ja matriz 5, 
1 Sy 


S= 


ы 1 

Los elementos fuera de la diagonal en las dos matrices no indica- 
dos son iguales a cero, 

Una tarea análoga para multiplicar la matriz A a la derecha por 
las matrices 5; y Ni 

5.4.28. Demostrar que: a) la matriz M; del problema precedente 
es el producto de las matrices Zar, k = 1 + 1, .. ., n (véase el pro- 
blema 5.4.24, c)); b) la matriz 5, es el producto de las matrices Lay, 
k=4,... i—i, iti, ... п; c) los elementos no triviales 
de los factores La: coinciden con los respectivos elementos no tri- 
viales de la matriz N, (Sı); d) el orden de factores en el producto 
en ambos casos puede ser arbitrario. 

5.4.27. Demostrar que el producto NN, de las matrices №, 
y N; tiene la forma siguiente para i< j: 


1 
ч 
0 
мА, = т ОСА 

9.4 
jyst ы, 
к е 
= ы 1 


(los elementos fuera de la diagonal son iguales a сего). 

5.4.28*. Llómose matriz de permutaciones P a una matriz cua- 
drada, en la cual cada fila y cada columna tiene un solo elemento 
diferente de cero ө igual a і. Demostrar que toda matriz de permu- 
taciones es el producto de las matrices Ру (véase el problema 
5.4.24, a). 

Calcular las expresiones (si el orden de la matriz no es explícito, 
éste es igual a n): 


432 


14 
5.4.29. 
зале. 4 
ар 
4. 
5.1.30. |, ol 2 
pa ol 
м. (todos los elementos fuera de la 
diagonal son iguales a cero). 
о An 
o АГ °ч ч 
7 о 1 
5.4.32. TR 5.4.33. D: 
а 4 
% о 10 
(todos los elementos, excepto los elementos que están en (і, {+ 1), 
i= 1, ..., n— 1, son iguales а cero). 
04 
01 
5.5.34. =. 
1 
doza A 


(todos los elementos de la matriz, excepto los elementos que están 
en (1, 2), (2,3), (3, 4), - - ., (з — 1, л), (л, 1) son iguales a coro). 
5.4.35*. Demostrar que para una matriz de orden n X n 

11 
24 


Ja matriz Ji tiene la forma (kzn): 
A 


№ юа ср 
Л= 2 AÑ 
o к 


j 
La matriz J, se llama célula de Jordan que corresponde al número А. 
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5.4.36. Sea D una matriz diagonal de orden л cuyos Jodos los 
elementos diagonales son distintos. Demostrar « 
a) todo polinomio de D es una matriz diagonal; 

b) toda matriz diagonal puede ser representada como wn poli- 
nomio /(D) de D; 

as puede elegir un polinomio f (£) с 
n—1. 

5.4.37. Demostrar que para toda matriz diagonal de orden n 
el grado del polinomio mínimo no sobrepasa л. El polinomio mínimo 
de una matriz se dofine de un modo análogo al polinomio mínimo 
de un operador. Para la definición de este polinomio véase el pro- 
blema 5.3.20. 

5.4.38. Mostrar que еї polinomio mínimo de una matriz diagonal 
de orden л con olomentos diagonales distintos de dos en dos es de 
n-ósimo grado. 

5.4.39. Demostrar que una matriz que conmula con una matriz 
diagonal que poseo elementos diagonales distintos de dos en dos оз 
también una matriz diagonal 

5.4.40*. Una matriz cuadrada se Пата escalar si ella es diagonal 
y todos sus elementos diagonales son iguales entre sí. Utilizando 
los resultados del problema 5.4.39 demostrar el lema de Schur: si 
una matriz cuadrada A es conmntativa con todas las matrices cuadra- 
das del mismo orden, ésta es una matriz escalar (compárese con el 
problema 5.3.34). 

5.4.41. Mostrar que para toda matriz А el conjunto de matrices 
conmutables con A es а) un subespacio; b) wn anillo. 

Hallar la forma general de las matrices conmutativas con la 
matriz: 


yo grado no sobrepasa 


54.82.10 4 Oj 5.4.63*. О 1 
оо ijj. ot 
ооо 01 


| 1 
0 
(el orden de la matriz es л). 

5.4.41. Demostrar que toda matriz conmutable con la matriz А 
conmuta también con la matriz А — 2£ cualquiera que sea el nú- 
mero à. Deducir de esto que el conjunto de matrices conmulables 
con una célula do Jordan J, es el mismo para todos los À y, por con- 
siguiente, coincido con el conjunto del problema 5.4.43. Según el 
problema 5.4.41 esto conjunto es un subespacio. Determinar su di- 
mensión. 

5.4.45. Una matriz cuadrada A se llama triangular superior 
(o derecha) si ayy = О para £> j. De un modo análogo una matriz 
cuadrada А cuyo ау = 0 si ¿ < j se llama matriz triangular inferior 
(о izquierda). Demostrar que el producto de las matrices triangulares 
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superioros (inferiores) de un mismo orden es una matriz triangular 
superior (inferior). 

5.4.46. Hallar el número de operaciones de multiplicación 
necesarias para calcular el producto de dos matrices triangulares 
de orden n de una misma forma (es decir, las dos matrices son trian- 
gulares superiores o triangulares inferiores). 

+ 5.4.47, Una matriz cuadrada A se Пата estrictamente triangular 
superior (inferior) si ay = 0 рата i > j (i< j). Demostrar que para 
un producto B de dos matrices estrictamente triangulares A, y А, 
de una misma forma, biy =0 para i >j — 1 (0) + 1). 

48. Mostrar que para una matriz estrictamente triangular А 
de orden п + 1 la n-ésima potencia de A es igual a la matriz nula. 

5.4.49. Llámase matriz de Toeplitz a una matriz cuadrada A 
de orden л + 1 si ella tiene la estructura siguiente: 


а а а, 5 аа а 


СЕ 
аы Gns Gns co Gy б 


Entonces una tal matriz se define completamente por 2n + 1 nú- 
meros. 

Demostrar que una matriz triangular superior А es una matriz 
de Toeplitz si, y solamente si, ella es un polinomio de una célula 
de Jordan Jo. 

5.4.50. Deducir del resultado del problema 5.4.49 que a) el 
producto de matrices triangulares superiores de Toeplitz es una 
matriz de esta clase; b) dos matrices cualesquiera deesta clase son 
conmutables. 

5.4.51. Demostrar que el producto de dos matrices conmutables 
es una matriz conmutable. 

5.4.52. Una matriz cuadrada A de orden n + 1 se liama matriz 
circulante si su estructura es la siguiente 


Go а а .- Gng а, 


а а Gs... а а 


Do este modo una matriz de esta clase se define completamente por 
п + 1 números. 

Demostrar que una matriz C es una matriz circulante si, y sólo 
si, ella constituye un polinomio de la matriz de permutación P del 
problema 5.4.34. 
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5.4.53. Deducir del resultado del problema 5.4.52 que a) el 
producto de matrices circulantes es una matriz circulante; b) dos 
matrices circulantes cualesquiera son conmutables. 

5.4.54. ¿Qué número de operaciones de multiplicación se nece- 
sita para calcular el producto de dos matrices circulantes de orden л? 

5.4.55. Una matriz cuadrada A de orden п se Паша matriz de 
cinta si para un cierto número т (<n) todos los elemontos ау tales 
que |4 — j | >m son nulos. El número 2m + 1 se llama anchura 
de la cinta. 

Demostrar que el producto de matrices de cinta es una matriz de 
cinta. Determinar la anchura mínima de la cinta para el caso del 
producto si para los factores la anchura es 2m, -+ 1 y 2m, + 1 res- 
Pectivamente. 

5.4.56. Una matriz cuadrada A con los elementos no negativos 
se Пата matriz estocástica si la suma de elementos de cada fila de 
esta matriz es igual a 1. Si además la suma do elomentos de cada co- 
lumna es igual a1, la matriz se llama biestocástica. Demostrar que 

a) el producto de matrices estocásticas es una matriz estocástica; 

b) el producto de matrices biestocásticas es una matriz biestocás- 
tica, 

5.4.57. Partiendo de la regla de multiplicación de las matrices 
demostrar que el rango del producto AB по sobrepasa el rango de 
cada uno de los factores А y В. 

5.4.58. Una matriz С de tipo n X n es el producto de las matri- 
ces rectangulares А y B de tipo n X m y m X n, respectivamente; 
además, т < п. Domostrar que el determinante de la matriz С 
es igual a сего. 

5.4.59. Demostrar que la matriz А de tipo m X n de rango 1 
puede ser representada en forma del producto А = ту, en que z 
es una matriz de tipo m х 1 ө y es una matriz de tipo 1 X n. 
¿Es única wma tal representación? 

5.4.60. Sea А = zy una matriz de tipo п X n de rango 1. De- 
mostrar que existo un número а tal que A? = gA. Hallar la expre- 
sión del número æ por medio de los elementos de matrices х е y. 

5.4.61. Hallar el número de operaciones de multiplicación ne- 
cesarias рага calcular el producto de dos matrices A y В de rango 1 si 
son conocidas las representaciones А = zy y В = uv de estas matrices. 

5.4.62*. Mostrar que la matriz А de tipo m X п de rango r 
puede ser representada en forma del producto А = BC, on que В 
es wna matriz de tipo m X r y С ез una matriz de tipor X n. ¿Es 
única аша tal representación? 

La representación de la matriz A obtenida en el problema 5.4.62 
se llama descomposición según el rango de esta matriz. Hallar las des- 
composiciones según el rango de las matrices siguientes: 


5.4.63. 14 2 o] | и —i 20 


Ж. —i 2—31 
202 о 1-11 


5.4.65. Una matriz rectangular A descompuesta en submatrices 
por las filas horizontales y verticales se llama matriz celular. Estas 
submatrices se Патап células y se notan Луу. Por ejemplo, si la 
matriz А está descompuesta en tres «filas celulares» y dos «columnas 
celulares», ésta se escribe en la forma 


Ján Аш 
А-д Aal 
Mostrar que: 


a) la multiplicación de una matriz celular por un número es equi 
таи а la multiplicación de este número рог cada una de sus cé- 
Julas; 

b) la adición de dos matrices rectangulares de dimensiones igua- 
les y descompuestas de manéra igual en células consiste en la adición 
de células homónimas; 

e) si A у B son dos matrices celulares rectangulares de tipo m X m 
y п x p, respectivamente, además, 


Ма dis ч: Аһ р Be эз Ba 
y da A AA 
МА йу «ге йн Bac Ва © Ви 


y el número de columnas en cada célula Ау es igual al número de 
filas en la célula Ву, entonces la matriz С = AB también puede ser 
representada en forma celular 


Cii Са 
с=|Си ба 
©; Ку ә. бк 


donde 


C= Ж dub і=1, 


Esta condición puede ser formulada de un otro modo: el número de 
columnas de А contenidas en cada una de sus columnas celulares es 
igual al número de filas de В contenidas en una fila celular homó- 
nima; 

d) si A y B son matrices cuadradas homónimas descompuestas 
en células de un modo igual, con la particularidad de que las células 
diagonales Ay y By È = 1. .. ., r son cuadradas, la matriz C = AB 
puedo ser representada еп la misma forma celular y 


r 


, kæli, 


A TA 
„= Д AuBn 


зат 


5.4.06. Una mutriz cuadrada D dividida en células se Пата 
casi diagonal si sus cólulas diagonales son cuadradas, mientras que 
Jas que están fuera de la diagonal son submatrices nulas. Mostrar 
que las operaciones sobre las matrices casi diagonales de una misma 
estructura celular dan matrices casi diagonales de Ja misma estruc- 
tura. Advertir que al multiplicar las matrices casi diagonales A y 2 
las células diagonales de la matriz С = AB son iguales alos produc- 
tos AuBu de las células diagonales homónimas de los factores. 
Deducir que las matrices casi diagonales A y B de una misma ез\гис- 
tura son conmutables si, y solamente si, sus células diagonales homó- 
nimas son connmtables. 

5.4.67*. Hallar la forma general de Jas matrices conmntables 
con Ja matriz casi diagonal 


МЕ, 0 
МЕ, 
о 0 


(hi Ау pora i j). 

5.4.68. Una matriz cuadrada A dividida en células se llama casi 
driangular si sus células diagonales son cuadradas y las que están 
fuera de la diagonal A;y, i > f (i < j) son submatrices nulas. Mostrar 
«ue las operaciones sobre Їаз matrices casi triangulares de la misma 
estructura celular superiores o inferiores conducen a matrices casi 
diagonales de la misma estructura. Adverlir que al multiplicar las 
matrices casi triangulares superiores (inferiores) A y B las células 
diagonales de la matriz C = AB son iguales a los productos A ¿By 
Че las células diegonales homónimas de los factores. 

5.4,69*. Utilizando el algoritmo de Strassen (véase el proble- 
та 5,4,21) indicar el procedimiento de cálculo del producto С = AB 
de las matrices cuadradas A y B de orden 4 que requiere solamente 
4% operaciones de multiplicación (en comparación con las 64 multi- 
plicaciones al emplear el procedimionto usual). 

5.4.70. Sea A una matriz compleja de orden п. Imaginemos А 
en forma de A = 8 + 1С, donde B y С son matrices reales y asigné- 
mosle la matriz real D de orden 2л 


D=lo 78) 


Mostrar que si Ay y Az Son matrices complejas n X n, D, y D; son 
matrices reales de orden doble compuestas del modo indicado, enton- 
«ез al producto A,A, lo corresponde el producto D,D,. Advertir 
que en un caso particular con л = 1 se obtiene una correspondencia 
entre los números complejos z = z + iy y las matrices reales de 


orden 2 de la forma 


b 


5.4.71. Supongamos que un vector columna complejo 2, de 
orden n es solución de un sistema de ecuaciones lineales Az = b, 
«londe A оз una matriz compleja de tipo m X n, bos un vector colum- 
за complejo de orden m. Representemos А, b, za con la forma А = 
= В+ = Í + ig, ® = Zo + iyo, donde В у С son matrices 
reales, f, g, zo, yo son vectores columnas reales. Mostrar que el 
vector columna real 


de orden 2n es solución de un sistema de 2m ecuaciones con саеПі- 
cientes reales Du = @, donde 


p-je 81. elal 


5.4.72. Mostrar que la operación de transposición está ligada 
a otras operaciones sobre las matrices por medio de las propiedades 
siguientes: 

a) (А) = «АТ; 

b) (А + B) = АТ + В"; 

c) (AB) = B'AT. 

5.4.73*. Sean A y B matrices rectangulares de tipo m X n 
Y p X g, respectivamente. Llámase producto de Kronecker A х B 
de Jas matrices А y B a la matriz С de tipo mp X nq que puede ser 
representada con la forma celular: 


048 aB ... а„В 
с |%8 .. оһВ 


еВ аыВ ... AB 


Demostrar que el producto de Kronecker de Jas matrices verifica 
las condiciones: 
2) (4) x J = A X (aB) =a (A х В); 
D) (A +B) x C=AXC+B XC: 
JAX(BRCO=AXBFAXC; 
d) si los productos AB y CD tienen sentido, entonces 


(4B) х (CD) = (А x C) (B хр); 


е) permutando las filas y las columnas de la malriz A х Узе 
puedo reducirla a la matriz 3 X A; en este caso, si A y B son matri- 
ces cuadradas, las permutaciones de filas y columnas son las mismas. 
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5.4.74. Mostrar que la representación de una matriz А de rango 1 
por el producto А = ту (véase el problema 5.4.59) puede ser inter- 
pretada como una representación de А con la forma del producto 
de Kronecker 


A=yxz 
3.АЛ5*. Sean е, . . .‚ En una base en un espacio de vectores 
columna de orden m (es decir, matrices de tipo т X 1); fi, - -~ fns 


vna base del espacio de vectores fila de orden n (es decir, matrices 
de tipo í X п). Demostrar que los productos de Kronecker f; X es 
engondran una base en el espacio de matrices de tipo т X n. 

5.4.76. Demostrar que el producto de Kronecker de las matrices 
cuadradas А y В de órdenes, posiblemente, distintos es: 

a) vna matriz diagonal si А y В son matrices diagonales; 

Ъ) una matriz triangular superior (inferior) si A у B son matrices 
triangulares superiores (inferiores); 

c) una matriz eslocástica (biestocástica) si A у B son matrices 
eslocásticas (biestocásticas). 

5.4.77*. Sean A y В matrices cuadradas de orden m y de orden п, 
respectivamente. Demostrar que 

a) tr (A X В) = (tr A) (tr В); 

b) dot (А х B) = (det Ау" (det Ву". 

5.4.78. Sean А, В y C matrices rectangulares de tipo m X п, 
р X дут X q, respectivamente. Examinemos la ecuación matricial 
АХВ = С respecto a la matriz X de tipo л X p como un sistema de 
mg ecuaciones lineales respecto а np coeficientes incógnitos de esta 
matriz indicados en el orden siguiente: 

Zy Zia, + зз Tips Ту, ур, Zaps +- ago Znas | 0 Тар. 
Las ecuaciones del sistema están indicadas conforme a la numeración 
análoga («por filas») de los coeficientes de la matriz С: 

Em Cin + Суф» Са» Саз, ~ + +, ags » + +s Стах Ст, - + + ©те 
Demostrar que la matriz del sistema dado de ecuaciones lineales ез 
A X ВТ. Pero si los cooficientes de las matrices X y С se indican 
según les columnas: 

Zar Zas ++ 09 Tap Шу Zan 

©» Capo > + =з б» бїз, бм» -+ so Саз, ++ еа бз Сз, + > +0 Сер 
el sistema tiene una matriz В? X A. 

5.4.79. Mostrar que si la ecuación matricial 


АХ+ХВ = 


ev Eg + os Zape Zapi o ee Fap? 


donde A es una matriz de tipom X m, Bes una matriz de tipon X r 
y С es una matriz de tipo m X п, se considera como un sistema de 
ecuaciones lineales respecto a los coeficientes de la matriz X de tipo 
т X п, entonces la matriz de este sistema es: 

8) A X En + Em X В? si los coeficientes de las matricos X y C 
están numerados según las filas; 


140 


b) En X A E BF х Em si los coeficientes de las matrices X y C 
están numerados según las columnas. 

5.4.80. Los elementos de una matriz А do tipo m X n son fun- 
ciones derivables reales de la variable real t. Llámaso derivada de 
А а lo matriz dA/dt de tipo m X n 


y As 
© $B, 


a4 an=( 47 


$ 5.5. Matriz inversa 


Presentación de los problemas del párrafo. Describimos ac 
procedimientos de cálculo de una matriz inversa y las formas de matrices inver- 
algunas clases de matrices que se as а menudo. Lo mismo qu. 

prestamos grau atención al estudio de las matrices de transformacio- 
nes elementales y matrices celulares. Al final del párrelo aducimos problemu 
relacionados con la aplicación de la fórmula de Binet-Cauchy. 


Utilizando la expresión explícita de los elementos de A”! haciendo 
uso de los elementos de A calcular las inversas de las matrices si- 
guientes: 


ps 5 4 


5.5.2. [соза —sena 
Б: peral 
ES |. +0. 
БРЕ [е AB 0:0. 
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555. р—2 31Р 556. 2 2 —1 
362 2 —1 21. 
124 |: 2 2 
557.0 4 —3 ip 558.02 4 —£ 
=2 7 | р 1 2 
з 2-4 te 4 
о 1 Ar E 5.5.10. 1110 
-1 0 4 4 -14210 
1-1 0 1 1410 
1 A 1 0 0003 
5.5.11. [3 2 1 2 
75 25 
оо 94 
ооб 
a ME а ж 24 
m ы 4 |. е+е+е+тезео. 
do boa 


5.5.13. Demostrar que el conjunto de matrices de la forma 
cosa —sena 
¡sen a соѕа[ ' 


donde а es un número real cualquiera, forma wn grupo conmutativo. 
de multiplicación. 
5.5.14. Demostrar que el conjunto de matrices reales de la forma 


а —> | 
boa 
tiene una estructura de campo respecto a las operaciones usuales de 


adición y de multiplicación de matrices. Mostrar que la correspon- 
dencia entre semejantes matrices y los números complejos 


a —b 
ld 


es biunívoca y conserva les operaciones. 
5.5.15*. Demostrar que el conjunto de matrices reales de la forma 

a boe å 

—b а —4 € 

—с а а —b 

=d —с b a 
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tiene una estructura de anillo respecto a las operaciones usuales de 
adición y de multiplicación de matrices. 

Demostrar que las matrices no nulas de esta forma constituyen 
un grupo de multiplicación, además, no conmutativo. 

5.5.16*. ¿Puede considerarse como grupo de multiplicación 
un conjunto de matrices en el cual: 

a) todas las matrices son singulares: 

0) hay matrices singulares, así como matrices no singulares? 

5.5.17*. Mostrar que la inversa de una matriz triangular superior 
(inferior) es una matriz triangular superior (inferior). Deducir de 
esto y del problema 5.4.45 el corolario de que el conjunto de matrices 
triangulares regulares de un solo tipo forma un grupo de multi- 
plicación. 

5.5.18*. Demostrar que la inversa de una matriz triangular de 
Toeplitz es una matriz triangular de Toeplitz de la misma [огта. 
Deducir de esto y del problema 5.4.50 el corolario siguiente: el con- 
junto de matrices triangulares de Toeplitz regulares de la misma 
forma engendra un grupo de multiplicación. 

5.5.19*, Demostrar que la inversa de una matriz circulante es 
una matriz circulante. Deducir de esto y del problema 5.4.53 el 
corolario siguiente: el conjunto de matrices circulantes regulares 
forma un grupo de multiplicación. 

5.5.20". Una matriz regular А posee una propiedad consistente 
en que las sumas de los elementos contenida en wna fila de esta ma- 
triz son las mismas para todas las filas. Demostrar que la inversa 
A-1 posee igualmente esta propiedad; en este caso, si para А las 
sumas de los elementos de cada fila son iguales a r 0, para А”! 
estas sumas son iguales а f/r. 

Enunciar y demostrar una afirmación análoga sobre las columnas. 

5.5.21. Demostrar que 

a) un conjunto de matrices estocásticas regulares; 

b) un conjunto do matrices biestocásticas regulares 
forma un grupo de multiplicación. 

Hallar Jas inversas de Jas matrices de orden n siguientes: 


5.5.22. Ija, о} · 5.5.23. o A 
м м 
° гё а D 
(todas А50). 
5.5.24. 1 —1 e 0 
0 1-1 0 
0 0 1 . 0{. 
ооо 
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5.5.25 o 
0 
o 
1 
5.5.26. | 
5.5.27". | 
5.5.28. 


5.5.29. Hallar las inversas de las matrices de transformaciones 
elementales Pij, Di y Глу (véase el problema 5.4.24). 

5.5.30. ¿Cómo cambiará la inversa А"! si en la matriz A: 

a) se conmutan la {-бёїта y la j-ésima filas? 

В) Је fésima fila se multiplica por un número а diferente de 
cero? 

©) a la і-бзіша fila se le suma la j-ésima Ша multiplicada por un 
número a? 
Resolver cuestiones análogas para las columnas de А. 

5.5.31. Hallar las inversas de las matrices №, y 5, (véase el pro- 
blema 5.4.25). 

5.5.32. Demostrar que para una matriz regular А de la forma 


о о 
о о 
P ы 
0 быы 
ал Gna 


la inversa В = A”! tiene la forma 


ч 


5.5.33. Demostrar que la inversa de una matriz de permutaciones 
es una matriz de permutaciones. Mostrar que el conjunto de matrices 
de permutaciones de orden л dado forma un grupo multiplicativo 
y calcular el número de elementos de este grupo. 

5.5.34. Mostrar que el cálculo de la inversa de la matriz А de 
orden n X n puede ser reducido a la resolución de п sistemas de 
ecuaciones lineales, cada uno de los cuales está compuesto de n 
ecuaciones con n incógnitas y cuya matriz de los coeficientes de las 
incógnitas es la matriz A. Comparar el número de operaciones aritmé- 
ticas necesarias al resolver estos sistemas por el método do Gauss 
y al determinar la inversa mediante las expresiones explícitas de 
estos elementos haciendo uso de los elementos de А. 

Por el método descrito en el problema 5.5.34 calcular las inversas 
de las matrices siguientes: 


5.5.35. |2 з 4 5] 5536. | 4 2 2 —4 

234 22.34 6 
EE 18| з —6 5-10| 

2.1 28 -6 9-0 45 

5.5.37*. Todos los menores principales directores de una ma- 
triz A de orden n X л difieren de cero. Demostrar que el método de 
Gauss permite presentar la matriz A en forma del producto de ura 
matriz triangular inferior L y de una matriz triangular superior 
R: A = LR. Se puede adoptar que los elementos diagonales de una 
de estas matrices son iguales a uno. 

5.5.38. Mostrar que la representación de una matriz A en forma 
del producto A = LR obtenida en el problema 5.5.37 es la única, 
si los elementos diagonales de la matriz Z se eligen iguales a uno. 

5.5.39. Demostrar que toda matriz regular Á puede ser repre- 
sentada en forma del producto А = PLR, donde P es una matriz 
de permutaciones, L es una matriz triangular inferior y R es una 
matriz triangular superior. 

5.5.40*. Demostrar que toda matriz regular А puede ser redu- 
cida a una matriz unidad utilizando transformaciones elementales 
de las filas y las columnas 

5.5.41. Mostrar que la afirmación del problema 5.5.40 sigue 
vigente si se admiten las transformaciones elementales solamente 
de las filas (solamente de las columnas) de la matriz. 

5.5.42. Utilizando el resultado del problema 5.5.40 demostrar 
que toda matriz regular puede ser representada en forma del producto 
de matrices de transformaciones elementales. 

5.5.43. Mostrar que si las transformaciones elementales de las 
filas que reducen una matriz regular A a la matriz unidad están apli- 
cadas del mismo modo a las filas de la matriz unidad entonces se 
obtiene la matriz inversa А-7. 

Por el método indicado en el problema 5.5.43 hallar las inversas 
de las matrices siguientes: 
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5544. | 2 3 2 ој 5545 (2 3 45 
-íi =i 0 –1 3345 
-2 -2 -2 A) 4455 
$ E DA 5555 


5.5.46. Sea J, una matriz de orden л cuyos todos los elementos 
son iguales a la unidad. Demostrar que 


(EI =E- In 


5.5.47. Sen Buna matriz de rango 1. De acuerdo con el pro- 
Мета 5.4.60 B? = aB para un cierto número а. Suponiendo que 
a —1 demostrar que 

(Е+ Вуз =Е—0В, 
donde В = qH Mostrar que el problema 5.5.48 es un caso parti- 
cular de esta afirmación. 

5.5.48. Mostrar que si una matriz A es regular, las matrices 
A+B y Е + АВ todas son singulares о regulares 

5.5.49*. Sea А una matriz regular cuya inversa A”! es conocida; 
sea, además, B = ту una matriz de rango 1. Demostrar que si la 
malriz А + B es regular, su inversa puede ser hallada mediante la 
fórmula 


(А4 Ву! = ABABA", 
en que $ т а =yATiz. Así, pues, si a la matriz А se le 
suma una matriz de rango 1, enlonces a la inversa se le sumará igual- 
mente una matriz de rango 4. 

5.5.50. Calcular en el. problema 5.5.49 el número de operaciones 
de multiplicación y de división necesarias para pasar de А-1 а 
(А + В)" suponiendo que las matrices z e y están conocidas de Ja 
representación de Ja matriz В. 

5.5.51. Añadir al elemento ау, de una matriz regular А сї nú- 
mero y; en este caso la matriz obtenida А es igualmente una matriz 


regular. Hallar la expresión рага Д- a través de y y los elementos 
de la matriz A”! 

5.5.52. Añadir a los elementos de la última fila de una matriz 
regular А de orden n los números y,, . - ., Ya de modo que se con- 
serve la regularidad de la matriz. Hallar la expresión de Ja inversa 
de Ja matriz obtenida Д, haciendo uso de los elementos de A”! y los 
números ү, - 9 Yn- 

5.5.53. Añadir a todos los elementos de una matriz А regular el 
mismo número a. La matriz obtenida Á sigue siendo regular. Jlallar 


la expresión do г! a través de los elementos de А-1 y el número a. 
Hallar las inversas de las matrices de orden » siguientes: 
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55.5%. a b b 
bab 
bba 25, азё5(1—п). 
bbb 
5.5.55. ро 1 5.5.56. j1 4 1 1 
10 104 1 
ч 110 1 
a 0 0 
5.5.57. |а, 1 
Й 1 
4 1 
ч оз зк. {ре 


(todos los a. son diferentes de cero). 

5.5.58. Demostrar que la inversa de la matriz casi diagonal regu- 
lar D es casi diagonal y es también de la misma estructura celular 
que D. Advertir que las células diagonales Р”! son matrices inversas 
para las células diagonales homónimas de D. 

5.5.59. Demostrar que la inversa de una matriz A casi triangu- 
lar superior (inferior) regular es una matriz casi triangular superior 
(inferior) y además es de la misma estructura que А. Advertir que 
las células diagonales de A~ son matrices inversas de las células dia- 
gonales homónimas de А. 

5.5.60. НаЛаг la inversa de vna matriz А de tipo k + l 


-j2 3] 
л] o El: 
.5.61*. Supongamos que en una matriz celular cuadrada 


una submatriz A es cuadrada y regular. Demostrar que el determi- 
mante de la matriz M verifica la relación 


IM |= 14 11D CAB |. 


5.5.62*. Se conoce la inversa Az y de una matriz A, ., de orden 
п — 1. Hallar la inversa de За matriz bordeada A, de orden n 


Аа шз 
> а 
suponiéndola no singular. 
5.5.63. Calcular el número de operaciones de multiplicación 
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An 


“ 


y de división necesarias para realizar las fórmulas de cálculo de Az' 
deducidas en el problema 5.5.62. 
5.5.64. Verificar que para una matriz celular cuadrada M do 


orden k-+1 
м} pl 


donde А у Р son células cuadradas de órdenes k y Г, respectivamente; 
la matriz inversa A”! puede ser construida también en la forma 


celular 
aje 2 
sl Sl: 


donde P = (А — BD-"C)", Q =—PBD: 
=D-—D-CQ o bien 
5=(0-САЧВу, R=- SCA“, 
P=A'—A“BR, Q= — ABS. 
Se supone que las matricos inversas indicadas aquí existen. Estas 
fórmulas de Frobenius permiten reducir el cálculo do la matriz in- 
versa de orden k -+ Ї а la inversión de una matriz de orden k y de 
una matriz de orden l. 
5.5.65. Sean A y B matrices no regulares cuadradas de orden 
m y n, respectivamente. Demostrar que el producto de Kronecker 
de estas matrices es igualmente regular y que 
(Ax Ву = Ах В. 
г las matrices inversas de las matrices siguientes: 


В = рер. 5 = 


5566) 4 0000 
0 1000 
83 —47 1 00 
—55 мохо 
62 -4 00141 
556710 оо 1 
о 010 2 
о чоо 2 
1 000 1 
Tati 5 
55.08.) 4 оз 9] 55.69.24 32 9 12 
о 172 40 56 15 21 
-3 —12 í of' 15 20 6 8 
1 E 25 35 10 14 


5.5.70. Sean А =B +iC una matriz compleja de orden n; 
A-t = F + iG, la inversa de la matriz A. Demostrar que las matrices 


ил 


reales de orden 2n 
# = 
(с 75) 


(2:74) 


зоп inversas reciprocamente. 
5.5.71. Demostrar que las operaciones de transposición y de inver- 
sión de una matriz son conmutables, es decir, (47) = (4-2), 
5.5.72. Los elementos de wna matriz cuadrada A son funciones 
derivahles reales de wna variable real t. Suponiendo que para un 
valor dado de t la matriz A es regular, demostrar la fórmula si- 
guiente: 


09 


5.5.73. Mostrar que la solución de un sistema de ecuaciones 
Jineales Az = b con una matriz cuadrada regular de los coeficientes 
de A es ж = At b. Deducir las fórmulas de Cramer. 

5.5.74. Supongamos que en los datos del problema 5.5.73 los 
coeficientes de la matriz A y del vector columna b son funciones 
dorivahles reales de una variable real t£. Demostrar la fórmula 


5.5.75. Sean A у B matrices rectangulares de tipo m x n y 
n x р. respectivamente. Demostrar que para los menores de la 
matriz C = AB son justas las expresiones: 


A i +, 
el; h ya 
& ti i k, К, k, 
ЖУ ЖИ, Жы. бор. 


(<< <...<<m; 
1<1<}<... <р). 


5.5.76. Utilizando la fórmula de Binet-Cauchy demostrar que 
el rango de cada una de las matrices AA” y ATA es igual al rango 
de la matriz A. Se supone que А es una matriz real. 

5.5.77. Demostrar que para las matrices rectangulares А y B 
de tipo m X n yn Х m, respectivamente, la suma de todos los me- 
nores principales de orden А dado (1 < k< men (n, т)) de las 
malrices AB y BA es la misma. 
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5.5.78. Una matriz cuadrada А so Пата totalmente no negativa 
(totalmente positiva) si todos los menores de cualesquiera órdenes de 
esta matriz son no negativos (positivos). Demostrar que el producto 
de matrices totalmente no negativas (totalmente positivas) es una 
matriz totalmente no negativa (totalmente positiva). 

5.79*. Sea А una matriz cuadrada de orden m, Para un número 
natural dado p. 1 < р < п ordenemos todas las N = Сї combina- 
tiones de т números і, 2, .-.. map números ky < ka < < Kp 
en orden lexicográfico. Lo último significa que la combinación 
li <®,< ... <kp precede a la combinación k; < k; < . 

La < ky si k, S ki йл = М.а pero ki < ki 1 Г 
бйрйн ma Sallie cuadrada Ду = быу q) doriai A Wel 
modo siguiente: 


a Жн 
Má da = i 
si el indice de la combinación i < i< --- < ip os ignal a i 
y el índice de la combinación jı < ja <... < jp es igual а j. 
La matriz obtenida Ay se Ilama p-ésima matriz asociada a А. En 
particuiar, А, = А. А 1А |. 

Demostrar que 


а) (En)p = Ем: 
b) la matriz asociada a una matriz diagonal D es una matriz 
diagonal; 


©) la matriz asociada a una matriz triangular superior (inferior) 
A es una matriz triangular superior (inferior); 

d) (4B)p = 405 

€) si A es una matriz regular; entonces {A-t}, = (A p) ot 

5.5.80*. Sea A una matriz regular de orden п. Demostrar que 
los menores de cualquier orden de la matriz inversa В = A“! están 
ligados con los menores de А por las relaciones 


i і, 
BP к. R 
Sam ы 
кез VA BA 
а ГАТ 


donde <<... <ip junto con i< ES 
k <k<... < junto con k; < со; 
un sistema completo de índices 1, Eaa 


$ 5.6. Matriz de un operador Hineal, cambio a otra baso, 
matrices equivalentes y semejantes 
Presonlación de los problemas del párrafo. Los problemas de este párrafo 


están agrupados en tres secciones segën os temas indicados por el titule del pá- 
rafo. 
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5.6.1. Sobre un plano cuclídeo E, está adoptada la orientación 
a derecha (es decir, el sentido de lectura de ángulos se considera 
positivo si está orientado en cl sentido contrario a las agujas del 
roloj). Sea Oee, un sistema cartesiano directo de coordenadas sobre 
el plano £,. Componer para la base ез, e, una matriz de transforma- 
ión lineal que consiste en una rotación de Е, а un ángulo æ alrededor 
fiel origen de coordenadas. 
5.6.2, Sea е,. ел, ез una base ortonormalizada a la derecha de 
un espacio cuclídeo tridimensional Æ, de vectores geométricos. Se 
examina el siguiente operador lineal A de Es: 


Az = Íz, al. 


Aquí а ев el vector fijado de coordenadas a, В, yen la base ез. 87: ez. 
Hallar en esta base la matriz de А. 

5.6.3. Para una base 4,1, 12. -.., t" de un espacio А, de 
polinomios de grado < т escribir las matrices: а) del opotador de 
derivación; b) del operador de diferencias Ay. В 

5.6.4. Examinando un operador de derivación сото un cperador 
de M en Mn- escribir su matriz en un par de bases 1, £, t3, ..., 1% 
y 1. t. £,..., 27-1. Hallar en este mismo par de bases la matriz 
de un operador de integración como de un operador de М, ., en Afa- 

5.6.5. Iallar la matriz de un operador de derivación en un espa- 
cio lineal bidimensional tendido sobre las funciones de base: 

a) } (0 = cos £ - Ja (1) = sen t; 

b) g, (0) = e" cos bt, g, (1) = е sen М. 

5.6.6. Un espacio X es la suma directa de los subespacios Zy 
y Lo. La base ¢,. - - .. €n está elegida de tal modo que los vectores 
čs. + -, e torman una base del subespacio Ly y los vectores e, +1. 

=. ек. una baso del subespacio Lẹ. Componer para la base ез... . 

к 

a) la matriz del operador de proyección sobre L, paralelamente 
a Ly; 

h) la matriz del operador de proyección sobre L; paralelamente 
a Ly; 

с) la matriz del operador de reflexión de L, paralelamente а Ly. 

5.6.7. En un espacio aritmético X de dimensión n, real o com- 
plejo, y en un espacio aritmético Y de dimensión m correspondiente 
están fijadas las bases enaturales» compuestas de vectores unitarios 
de ostos espacios. Asignemos a cada matriz Æ de tipo m X n un 


operador Ẹ de X en Y, definido del modo signiente: 


22 y=Ar, 


es decir, que consiste en la multiplicación de cada vector columna 
z de X por la matriz A. Demostrar que: а) esta correspondencia entre 
las matrices m X п у los operadores de X en Y es biunivoca; b) en 


el раг de bases naturales la matriz del operador Á coincide con la 
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matriz A. De este modo los operadores que actúan en los espacios 
aritméticos pueden ser identificados con las matrices rectangulares 
de tipos correspondientes 
6.8. Un operador А que actúa en un espacio aritmético tridi- 
mensional transforma los vectores linealmente independientes ау, 
аз. аз en vectores bj. Бу, by, donde 

| 

2 


5 1 1 
а= |3, «=|-3l, =|2 
1 -2 1 


-2 -1 = 
b= tj, b=] 3. d=] —3 |j- 
0 0 0 


Hallar la matriz de este operador: a) en la base ay, аз, as; b) on la 
hase natural ej. е, 

5.6.9. En un espacio de matrices cuadradas de orden 2 está fijada 
una base compuesta de las matrices 


Ь ob 1 ol [ of 05 1 


(en el orden indicado). Escribir en esta base: 

a) la matriz del operador de transposición, es decir, del operador 
que a cada matriz X le asigna una matriz transpuesta; 

b) la matriz del operador Gag que transforma cada matriz X 
en una matriz AXB, donde A y 8 son las matrices dada: 

с) la matriz del operador Fas definido por la relación 


Х-> АХ + XB. 


¿Cómo cambiarán estas matrices si еп la base se permutan las ma- 


trices 
o їр ро ор, 
o of [ч of 
5.6.10. Supongamos quo en el espacio de matrices de lipo m хот 


está fijada una Dase E, >» бнз Ey Ban A 
rden indicado), 


x—2 AXB, 
х 105. Ax + XD. 
Demostrar que en la base dada: 
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a) la matriz del operador Gap es el producto de Kronecker 
Ax Br; 
b) la matriz del operador Fas es А X En + En X ВТ. 
Hallar las matrices de estos mismos operadores en la base Ё, 
Pas Ж» Жуз. « <=. Быш T ii Bas 
5.6.11. Sea A un operador de оху. Demostrar que todas las 
matrices que definen el operador A en diferentes pares de bases de 
los espacios X e Y poseen el mismo rango igual al rango de A. 
5.6.12. Пайаг el rango del operador E 


үү E 
х0 70) хх (24 


5.6.13. Demostrar que el operador Fay del problema 5.0.12 
es nilpotente y hallar el índice de su nilpotencia. 

5.6.14. ¿Qué se puede decir de la matriz del operador A de rango r 
si en una baso е, . . -+ е„ de un espacio X 105 vectores е. > «00 En 
pertenecen al núcleo de este operador? 

5.6.15*, Un operador A de Oxy es de rango r. Demostrar que 
en los espacios X е Y se pueden elegir las bases ер, ... „уф... 
‚+ ++ Gm» respectivamente, de tal modo que Ja matriz Ау, del ope- 
rador A tenga la forma 


3, o 


0 
0 
“Р (5.64) 
o 


El número de columnas no nulas de la matriz A qe es igual al rango r 
del operador. 

5.6.16. Mostrar que toda matriz regular de orden п. real o com- 
pleja, puede ser considerada como una matriz que en un espacio X 
de dimensión п, real o complejo. respectivamente, define el cambio 
de una base еу... ., €n а otra base fy. - - -- fn: en este caso una de 
las bases puede elegirse arbitrariamente. 

5.6.17. Supongamos que una matriz А define el cambio de la 


base еу... .. €n a la base fi, +... fn y la matriz B, de la base 
his ++ În a la base g, Zn- Mostrar que: a) la matriz de cam- 
Bio de Jis». -+ fa A ep... En es A~]; b) la matriz de cambio de 
{эсс En a Bis >- -e En 0S С = АВ. 

5.6.18. "¿Cómo cambiará la matriz de cambio de еу, ..., en 


a fis -e fa зі 
a) se conmutan los vectores e, y ey; 
D) se соплпмап Jos vectores fa y J? 
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5.6.19. En la base 1, £, 02 del espacio ЛГ, el operador А está 
definido por la matriz 
0.041 
01.0 


100 


Hallar la matriz de este operador en la base compuesta de polino- 
mios 3 2t, S ЗЕН IE М 4-3 

5.6.20. Dos operadores están dados en un espacio M,. El opera- 
dor A transforma todo polinomio а, + at + ан? + ау? en ay 4 
F ан + asf. El operador B transforma. respectivamente, los poli- 
потіоз P+ 2, 12 +t PHA 24-004 LS on PR, 
$ +12 41-41, y un polinomio nulo. Componer en la base 4. £, 
12, 2 las matrices de los operadores AB y ВА 

5.6.21. Sean P y Q matrices regulares de orden m y n, respectiva- 
mente. Mostrar que las matrices Fi, Ру... Fino Ра У 
«eee Pan donde Fiy = PEQ y Es), matrices delimidas en 3.6.10, 
forman una Базе en el espacio de matrices de tipo т X л. Hallar 
la matriz de cambio a esta base a partir de Ја baso compuesta de 
matrices E; y la matriz de cambio inverso. 

5.6.22. Hallar las matrices de los operadores Gay y Fan dol 
problema 5.6.10 en la hase Fu. Fyr... .. Ғы (véase el proble- 
та 5.524). 


5.6.23. Scan Д, un operador defi 


de orden n X n en la base ey, - 
dor definido por la misma matriz en Ja baso fi. - 
que 


lo por la matriz cuadrada А 


с, del espacio X y Йу un opera- 
+ 1„- Demostrar 


А,= РАР, 
donde Р es un operador que transforma los vectores е... en 
en vectores fy -~ 

5.6.24. Las matrices rectangulares А y B de lipo тох т se 
Jaman equivalentes si existen matrices regulares R y 5 tales que 
В = RAS. Mostrar que la relación de equivalencia sobre un con- 
junto de matrices rectangulares de dimensiones fijadas m X п es 
reflexiva, simétrica y transitiva. 

5.6.25. Las matrices cuadradas А y B se llaman semejantes si 
existe una matriz regular Р tal que 2 = P-"4P. Además dicen que 
la matriz Р transforma А en В. Mostrar que la relación do semejanza 
sobre el conjunto de matrices cuadradas de orden dado п es reflexiva, 
simétrica y transi 

5.6.26. Mostrar «que dos matrices equivalentes (semejantes) 
cualesquiera son de un mismo rango. 

5.6.27. Sean X e Y espacios de dimensiones л y т, respectiva- 
mente. Demostrar que dos matrices equivalentes cualesquiera А y В 
de tipo m x n pueden ser consideradas como dos matrices que defi- 
nen el mismo operador de оху en ciertos pares de bases ез, .... eni 
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Qu ©- -e Qm Y fo ++ fni haz + + «st de estos espacios. Uno de los 
pares de estas bases puede clegirse arbitrariamente. 

5.6.28. Demostrar que dos matrices semejantes cualesquiera 
de orden n pueden ser examinadas como matrices que definen el 
mismo operador de un espacio X de dimensión п en las dos bases 
lu о. En Y fis > > => fn de este espacio. La elección de una de estas 
bases es arbitraria. 

5.6.29*, Demostrar que toda matriz А es equivalente a una 
matriz de la forma (5.6.1) 

5.6.30. Demostrar la afirmación recíproca a la del problema 
5.0.26: dos matrices А у Z de tipo m X п de un mismo rango son 
equivalentes. 

5.6.31. Sean semejantes dos matrices A у 8: B = P-4P. ¿Está 
definida de un modo univoco la matriz de transformación P? 

5.6.32*. Mostrar que una matriz escalar @Ё es semejante sola- 
mente а sí misma. Demostrar que esta propiedad la poseen solamente 
las matrices escalares. 

5.6.33. Sea A una matriz cuadrada fijada. Demostrar que el 
conjunto de todas las matrices P que transforman А en А es un genpo 
de multiplicación. . 

5.6.34. Sean A у B matrices semejantes. Demostrar que si Р, 
es una matriz que transforma А en B. Lodo el conjunto de matrices 
de transformación se obtiene a partir del conjunto de matrices que 
transforman А en A multiplicando estas matrices a la derecha por 
Ja matriz Ру. 

5.6.35. Mostrar que una matriz A so transforma en una seme- 
jante si se hacen las transformaciones siguientes: 

a) la iésima fila se multiplica por un número по nulo æ, luego 
la ¿ésima columna se multiplica por un número 4/a; 

b) la j-ésima columna se multiplica por un número œ y se suma 
a la i-ésima fila, luego de la j-ésima columna se resta la {-ёзїлїа co- 
lumna multiplicada por 
с) se conmutan la i-ésima y la j-ésima filas. luego las ¿-ésima 
ésima columnas. 

5.6.36*. Mostrar que la simetría de una matriz cuadrada res- 
pecto a su centro es una transformación semejante de esta ma- 
tniz. 

5.6.37. Demostrar que las matrices semejantes A y B tienen la 
misma traza y el mismo determinante. 

5.6.38. Demostrar que si por lo menos una de dos matrices 
enadradas A y B de un mismo rango es regular, las matrices AB 
y BA son semejantes. Dar un ejemplo de matrices singulares A y B, 
para las cuales AB y BA no sean semejantes. 

5.6.39. Mostrar que si las matrices А y B son semejantes, en- 
tonces 

a) son semejantes las matrices A? y В; 

b) son semejantes las matrices A* y B* para Lodo número entero 
natural k; 
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с) son semejantes las matrices / (4) y f (B) para cualquier poli- 
nomio f (0). 

5.6.40. Si las matrices A y B de orden n Х n son equivalentes, 
¿significa esto que son equivalentes las matrices A? y B? (compárese 
©оп el problema (5.5.39, а}? 

5.6.41. Mostrar que Jas matrices semejantes Л y B tienen el 
mismo polinomio mínimo. 

5.6.42. Las matrices А y B de orden т y n son semejantes a las 
matrices C у D. respectivamente. Demostrar que 

a) la matriz А X B es semejante a la matriz С X D; 

b) la matriz A X En + En X B7 ез semejante a la matriz 
СХЕ, + Em х р". 

5.6.43. Demostrar que si las matrices A y 2 son semejantes, Jo 
son también sus asociadas Ару Bp 

44. Mostrar que si las matrices complejas А, = В, + iC, 
C, son semejantes, las matrices reales D, y Da 


son también semejantes. 


Capítulo 6 
ESTRUCTURA DEL OPERADOR LINEAL 


$ 6.0. Terminología y generalidades 


Sea A un operador de оху. El número A se Пата valor propio 
del operador А si existe un vector no nulo z tal que 


Az = iz. (6.0.1) 


Todo vector z s 0 que satisface (6.0.1) se Пата rector propio del 
operador А relativo al valor propio A. 

Si A, es la matriz del operador A en una hase arbitraria ез. 
е, de un espacio X. el polinomio det (АЕ — A) no depende 
de la elección de la base y se llama polinomio característico del ope- 
rador А. 

Son valores propios del operador las ratces del polinomio caracte- 
rístico (raíces pertenecientes al campo dado) y sólo ellas. 

Según el teorema fundamental del álgebra todo polinomio de gra- 
do n (л >1) con coeficientes complejos posee en el campo de nú- 
meros complejos exactamente n raíces (si cada raíz se cuenta tantas 
veces como es su orden de multiplicidad). Si se Пата multiplicidad 
algebraica de un valor propio a su multiplicidad como raíz del poli- 
nomio característico, entonces: 

en un espacio lineal complejo de dimensión n todo operador posee n 
valores propios (teniendo en cuenta la multiplicidad). En estas con- 
diciones existe por lo menos un vector propio. 

El subespacio L se Mama invariante respecto al operador A si de 
z € L se deduce que Az € L. El operador A examinado solamente 
para los vectores del subespacio invariante L se llama operador indu- 
cido y se nota A/L. 

Si el espacio X es una suma directa de los subespacios L, y Ly 
invariantes respecto al operador A, entonces para todo vector г 
de descomposición 


зан +z n€ l 


EL, 


tenemos 

Az = Аа + Az, = {Ал} x, + (АЙ) т, 
A consecuencia de esto dicen que el operador A es la suma directa 
de los operadores inducidos A/L, y A/L,. Esta misma situación se 
describe соп las palabras que siguen: el operador А se reduce por 
un par de subespacios Ly y La- 
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Para todo operador А que actúa en un espacio complejo existe 
una base de este espacio llamada base canónica de Jordan, en la cual 
la matriz del operador tiene forma casi diagonal 


en que cada una de las células diagonales J; es una célula de Jordan 
relativa a uno de los valores propios del operador А. La matriz J 
se lama jorma de Jordan del operador А. 

Las expresiones «vector propio de una matriz», «subespacio inva- 
riante de una matriz», cte., que se emplean en el presente capítulo 
deben ser entendidas en el sentido definido en el final del $ 5.0. 
En este caso, por ejemplo, un vector propio de una matriz n хол 
se considera como un vector columna de dimensión n, otc. 


$ 6.4. Valores propios (autovalores) y 
vectores propios (autovectores) 


Presentación de las problemas del párrafo. Aquí incluimos problemas sobre 
Jos valores propios y vectores propios de un operador que pueden ser resueltos sin 
utilizar el polinomio característico. Estos problemas se refieren, generalmente, 
a las cuestiones siguientes: 

1. Determinación de los valores propios y vectores propios, 

2. Teorema de la independencia lineal de Tos vectores propios referentes a 
diserentes valores propios y sus corolarios. 

3. Operadores y matrices de estructura simple. 


6.4.1, Demostrar que para que un operador A sea regular es 
necesario y suficiente que él no tenga autovalor nulo. 

6.1.2. Mostrar que: a) los vectores propios de un operador А 
relacionados con el valor propio nulo, y solamente ellos, pertenecen 
al núcleo de este operador; b) los vectores propios relativos a los 
valores propios no nulos pertenecen a la imagen del operador. 

6.1.3. Demostrar que si un operador А es regular, entonces los 
vectores propios de A y de A”! son los mismos. Hallar la relación 
entre los valores propios de estos operadores. 

6.1.4. Mostrar que al multiplicar un operador por un número no 
nulo los autovectores no cambian, mientras que los valores propios 
se multiplican por este número. 

6.1.5. Mostrar. que cualquiera que sea el número Ap el operador 
A — ME posee los mismos vectores propios que el operador 4. Hallar 
la relación entre los valores propios de estos operadores. 

6.1.6; Demostrar que si z es un autovector del operador А rela- 
tivo a Su valor propio A, entonces z es igualmente un vector propio 
del operador: a) А; b) A* para todo k natural; с) f (4), donde f (t) 
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es un polinomio cualquiera. Hallar los valores propios correspon- 
dientes de estos operadores. 

6.1.7. ¿Es correcta la afirmación siguiente: si z es un auto- 
vector de un cierto polinomio f (4) de un operador А, entonces z 
es un autovector del mismo operador А? 

6.1.8. Demostrar que un operador nilpotente no posee valores 
propios diferentes de cero. 

6.1.9. Demostrar que un operador de rotación de un espacio 
euclideo a un ángulo æ no múltiplo de л no posee vectores propios. 

6.1.10. Hallar los vectores propios y los valores propios del ope- 
rador А de un espacio euclideo tridimensional: Az = іг, a), donde 
a es un vector fijado 

6.1.17. Hallar los valores propios y los vectores propios de un 
operador de derivación en el espacio de polinomios MM». 

6.1.12. Hallar los autovectores de un operador de derivación 
en el espacio tendido sobre f, (t) = cos £, }, (1) = sen t£ 
6.1.13. Demostrar que los autovalores de una matriz diagonal 
coinciden con sus elementos diagonales. 

6.1.14. Demostrar que el valor propio de una matriz estocástica 
es la unidad. Hallar el vector propio correspondiente. 

6.1.15*. Hallar los vectores propios de la matriz А = ту cuyo 
rango es la unidad. 

1.16. Hallar los valores propios y los vectores propios de la 
matriz J, de orden n хл 


6.1.17. Hallar los valores propios y los vectores propios de la 
matriz А de orden n X n 


6.1.18. Demostrar que si las matrices A у В son semejantes, 
todo valor propio de A es igualmente un valor propio de В o inversa: 
mente. Hallar la relación entre los vectores propios de las matrices 
A y В. 

6.1.19". Demostrar que los vectores propios de un operador rela- 
tivo a los valores propios distintos son linealmente independientes. 

6.1.20. Deducir del resultado del problema 6.1.19 que un ope- 
rador А que actúa en un espacio X de dimensión п no puede tener 
más de т valores propios distintos. Si el número de valores propios 
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distintos es exactamente л, existe una base del espacio X compuesta 
de vectores propios del operador A. 

6.4.21, Demostrar que el conjunto de todos los vectores propios 
de un operador А relativo al valor propio dado A, es un subespacio 
si está completado con el vector nulo. Este último se llama subespacio 
propio del operador А correspondiente al valor propio Ay, 

6.1.22. El espacio X es una suma directa de los subespacios Ly 
y La. Hallar los valores propios y los subespacios propios 

а) de по operador de proyección sobre L, paralelamente a La; 

b) de un operador de reflexión en Z, paralelamente a Ly 

6.1.23, La dimensión «del subespacio propio de un operador А 
correspondiente al autovalor А, se Пата multiplicidad geométrica 
del autovalor Аз. Mostrar que la multiplicidad geométrica de Ay 
es igual al defecto del operador А — А.Е. 

6.1.24. Demostrar que la suma de los Subespacios propios de un 
operador A es una suma. directa. 

6.1.25. Demostrar que todos los vectores diferentes de cero de 
un espacio son autovectores de un operador А si, y solamente si. 
A es un operador escalar. 

6.1.26*. Demostrar que la suma de las multiplicidades geo- 
métricas de todos los autovalores de un operador А de шуу по sobre- 
pasa la dimensión del espacio X. En este caso el que esta suma es 
igual a la dimonsión del espacio X es la condición necesaria y sufi- 
ciente para que en X exista una base compuesta de los vectores pro- 
pios de A. 

6.1.27. Un operador A, рага el cual en el espacio existe una base 
compuesta de los vectores propios de este operador, se Пата operador 
de estructura simple. Aclarar el sentido geométrico de tal operador. 
¿Cuál es la forma de su matriz en una base compuesta de vectores 
propios? 

6.1.28. Una matriz cuadrada se llama matriz de estructura simple 
si ella es semejante a una matriz diagonal. Demostrar que un opera- 
dor А de wxx es de estructura simple si, y solamente si, su matriz 
en una base arbitraria del espacio es una matriz de estructura simple 

6.1.29. Demostrar que para un operador de estructura simple: 
a) la imagen es la cápsula lineal de los vectores propios relativos 
a los valores propios no nulos; b) la intersección del núcleo y de la 
imagen está compuesta únicamente del vector nulo. 

.4.30. Mostrar que los operadores de proyección y los operadores 
de reflexión son de estructura simple. 

6.1.31. Mostrar que entre los operadores nilpotentes solamente 
el operador nulo posee una estructura simple. 

6.1.32. Demostrar que todo polinomio f (А) de un operador 
de estructura simple tiene estructura simple. En particular, si 4 
es regular. A“! tiene estructura simple. 

6.1.33. Demostrar que si un operador А de un espacio de dimen- 
sión n tiene estructura simple, el grado del polinomio mínimo de 
este operador по sobrepasa л. 
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6.1.34. Un operador А que actúa on un espacio X de dimensión n 
posee л valores propios distintos. Demostrar que todo operador Z 
conmutablo con А tiene estructura simple. 

6.1.35. Mostrar que en los datos del problema 6.1.34 el opera- 
dor B puede ser representado en forma de un polinomio del ope- 
rador А. 

6.1.36. Sean A un operador del espacio real Л, А el operador 
deducido de A por complexilicación del espacio Л. Mostrar que si 
z es un vector propio de А, que corresponde al valor propio А. en- 
tonces z + 40 es un vector propio de А del mismo valor propio. 

6.1.37. Mostrar que si en los datos del problema 6.1.36 el ope- 


rador Á es un operador de estructura simple, А es igualmente de 
estructura simple. 

6.1.38. Según la definición, para una malriz A de estructura 
simple existe una matriz regular P tal que PIAP = А es nna matriz 
diagonal. Demostrar que los elementos diagonales de la matriz A 
son valores propios y las columnas de la matriz Р son vectores pro- 
pios de la matriz A. Inversamente, una matriz regular Р compuesta 
(según las columnas) de los vectores propios de la matriz A trans- 
forma esta matriz en una matriz diagonal. 

6.1.39. Mostrar que si А es una matriz de estructura simple, 
esto es válido para la matriz transpuesta A”. 

6.1.40. Sean A y z el valor propio y el vector propio correspon- 
diente de una matriz А de orden т х m; p e y, el valor propio y ol 
veclor propio correspondiente de una matriz В de orden n X n. 
Demostrar que el producto de Kronecker z X y es 

a) un vector propio de la matriz A X B; 

b) un vector propio de la matriz А X E, + Em X B. Hallar 
los valores propios correspondientes. 

6.1.41. Demostrar que si en los datos del problema 6.1.40 las 
matricos А y B tienen estenciura simple, entonces esto es también 
válido para las matrices A X B y A X En + Em X B. 

6.7.42. Deducir del problema 6.1.41 el corolario siguiente: 
si las matrices А y B son de estructura simplo, entonces Jos opera- 
dores Cas Y Ean del problema 5.6.10 igualmente tienen estructura 
simple. 

6.1.43. Demostrar que sí А es una matriz de estructura simple, 
esto os válido para todas las matrices asociadas Ap- 


$ 62. Polinomio característico 


Presentación de los problemas del párcalo. En este párralo hemos querido 
ilustrar las cuestiones siguientes relacionadas con el polinomio característico: 

т, Determinación del polinomio característico, expresión de pus coeficientes 
vor los menores de una matriz, relación entre los coeficientes y los valores pro- 
pios, 

2. Polinomio caracierístico como procedimiento de cálculo de los valores 
propios 

3. Matriz asociada а un polinomio. 
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4. Polinomio característico de clases especiales de operadores y matrices. 

Lo mismo que en el párrafo precedente se presta gran atención al estudio de 
Jos ыы, lus matrices de estructura simple. El criterio establecido en el 
problema 6.3.20 enlamente aquí toma su valor completo 2) usar uo modo ie сй 
culo de los valores proplos. 


6.2.1. Escribir las expresiones explícitas de los polinomios 
característicos de las matrices de orden: a) 4; b) 2; с) 3. 

6.2.2*. Demostrar que en Ja notación del polinomio caracte- 
rístico [АЕ — А | de la matriz А según las potencias de А. 


(E~ A 


atan 


Wip.. Hadt a 


el coeficiente a, es igual a la suma de todos los menores prin 
de orden т — k de la matriz A, tomada con el signo (—1 
Componer los polinomios característicos de las matrices 


ipales 
pales 


00... 4 Ф 
623. um mu -- а, 624/90 0 к 
тай зу, ‚+ A 
АД АИ э кб ае К 
PS ia PS 00 ... 0 ba, 
яй айз Un AR а 


.2.5. Demostrar quo el polinomio característico de una matriz 
y АТ coincide con el polinomio característico de la ma- 
triz А. 

6.2.6. Demostrar que si cada coeficiente de una matriz comple- 
ја A se reemplaza por un número conjugado, los coeficientes de) 
polinomio característico de la matriz se reemplazarán también por 
números conjugados. 

6.2.7*. A у B son matrices cuadradas de un mismo orden. De- 
mostrar que las matrices AB y BA tienen un mismo polinomio ca- 
racterístico. 

6.2.8. Demostrar que los polinomios característicos f (А) de 
una matriz A y g (2) de una matriz А — А.Е están ligados por la 
relación 


EO) =1 A +) 


6.2.9. Supongamos que una matriz A de orden n х n es regular. 
Demostrar que los polinomios característicos f (А) de A y le (A) de 
А están ligados por la relación 


һат (5): 


Deducir la relación entro las sumas de todos los menores principales 
de orden dado do las matrices A y A~. (Un otro método para obtener 
esta relación está dado en el problema 5.5.80.) 

6.2.10. Demostrar que las matrices semejantes tienen ol mismo 
polinomio característico. Dar un ejemplo que muestre que es errónea 
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la afirmación recíproca: las matrices que tienen un mismo polino- 
mio característico son semejantes. A 
6.2.11*. Demostrar que la función siguiente de los elementos 
de mma matriz А: 
m(4)= 2 Sue 


no cambia al efectuar semejante transformación de esta matriz. 
6.2.12. Suponiendo que en el problema 6.2.11 la matriz А es 
compleja escribir la expresión de la función т (4) con ayuda de 
los valores propios de esta mal 
6.2.13. Gencralizando la afi 
mastrar que la Smia 


ón del problema 6.2.11 de- 


m(4)= Ў 5 Š. - У аак, .-- а, уа 
мена Сай 
no cambia al efectuar semejante transformación de la matriz A. 
6.2.£4. Se conocen л valores propios Ay, - . ., Àa de una ma- 
triz A de tipo л + 1. ¿De qué modo hallar un valor propio An +, más? 
6.2.15. Hallar el polinomio característico y los valores propios 
de la matriz triangular 


ann 


6.2.16. Demostrar que cl polinomio característico de la matriz 


ant — üns 

1 o 

сиоуу= o 1 
ЕИ 


es igual a f(A) = А" ан +. „ La matriz 
сү 00 se Пата matriz asociada al polinomio f (A) (o matriz de Fro- 
hentus) 

6.2.17. Aplicando el problema 6.2.16 mostrar que todo polino- 
mio de grado n con el coeficiente mayor igual a uno puede ser poli- 
nomio característico de una matriz cuadrada de orden n. 

6.2.18. Hallar el polinomio característico del operador de giro 
de un plano cuclídeo a un ángulo a. 

6.2.19. Hallar el polinomio característico de un operador А 
de un espacio euclideo tridimensional: Az = Íz, al, donde a es un 
vector fijo. 

6.2.20. Hallar el polinomio característico de un operador de 
derivación en el espacio Mp. 

0.2.21. Hallar el polinomio característico de un operador nil- 
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potente arbitrario que actúa en ил espacio complejo de dimensión л. 

6.2.22. Demostrar que el rango de un operador de proyección 
es igual a su traza. 

6.2.23. Supongamos que el operador R realiza la reflexión de 
un espacio X do dimensión л respecto a un subespacio Z. Demostrar 
que la dimensión de /, está ligada con la traza de Л por la relación 

i R= 2dim L — n. 

Calcular los autovalores y los autovectores de las matrices si- 

guientes 


6.2.2! 20 6.2.25. 134 :i 
о 2l 2i 21|: 
6.2.26. —4 6.2.27.04 1 1 
1 24 | 
1 —t 014 
6.2.28.) 2 5 з 6.2.291 4 4 2 
—1 -2 z] | 2 —2 1 
3 15 12| —4 4 -2 
6.2.30. Jo 4 o oj 623% |. o 10 
3020 1104 
02 о 3f 1010 
0.010 0114 
6232. | 4 20 зр 623393 —1 00 
4 -20-3 о зоо 
о 02 о 1 034 
1.20 3 о 103 


6.2.34. Demostrar que en un espacio real de dimensión п = 
= 2k + { todo operador posee por lo menos un aulovector. 

Hallar los valores propios de las matrices siguientes: a) en un 
campo de números reales; b) en un campo de números complejos. 


6.2.36. 
6235.) 412 А 
2 (|: © 


101 
6.2.37. j4 0 2 oj 6238. і о о 
0 102 10 —1 -2 
4 оз of оо 1 1 
0—1 03 12 1 0 


6.2.39. Mostrar que el polinomio característico de una matriz 
casi triangular (casi diagonal) es igual al producto de los polinomios 
característicos do las células diagonales. 

6.2.40. Utilizando los problemas 6.2.8 y 6.2.9 mosirar que Јаз 
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multiplicidades algebraicas de los valores propios de los operadores 
A y А — МЕ son las mismas, así como las de los valores propios 
correspondientes de los operadores А y A“ 

6.2.41*. Demostrar que para un operador arbitrario A la mul 
plicidad algebraica de todo valor propio 2 no sobrepasa su mul 
plicidad algebraica. 

6.2.42. Demostrar que un operador А que actúa en un espacio 
complejo tiene estructura simple si, y solamente si, para cada auto- 
valor de este operador la multiplicidad geométrica coincide con la 
multiplicidad algebraica. ¿Es justa una tal afirmación еп el caso 
de un espacio real? 

Establecer para cada una de las matrices que vienen a continua- 
ción sí es simple o no su estructura, En el caso afirmativo hallar la 
matriz que transforma la matriz dada en una forma diagonal e indi- 
car esla forme. 


6.2.43. Jo оо} 6.2.44. jo o оо 
0020 0010 
0.3 оо 0200 
4000 3000 

0.2.45. Ja a 2 зр 6246. 1 14 23 
022 4 0112 
0.0 i —2 0020 
000 2 ооо? 
01410 о 6.2.48. 1100 
001 о 3010 
ооо af 1004 
-6 1 7 —i —2 000 


6.2.49*. Si un polinomio f (à) posee al menos wna raíz múltiple, 
¿puede tener su matriz de Frobenius estructura simple? 

6.2.50. Demostrar que las matrices А y # de estructura simple 
son semejantes si, y sólo зі, ellas poseen el mismo polinomio caracte- 
rístico. 

6.2.51. Demostrar que una matriz compleja cuyos todos los 
antovalores son distintos, es semejante a la matriz de Frobenius de 
su polinomio característico- 

6.2.52. Hallar el polinomio característico de la matriz Р de 


orden п: 


o 4 
0i 


1 0° 
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6.2.53*. Hallar para la matriz P del problema precedente los 
autoyalores en un campo de números complejos y los antovectores 
que les corresponden. 

6.2.54. Partiendo de los resultados del problema 6.2.53 mostrar 
que en un campo de números complejos toda matriz circulante 
tione estructura simple. Hallar Ја expresión de los valores propios 
de la matriz circulante por sus elementos. 

6.2.55*. Sean Aj, ..., Am las raíces del polinomio f (A), todas 
distintas. Hallar los vectores propios de la matriz de Frobenius de 
este polinomio. 

6.2.56*. Deducir ol resultado del problema 6.2.53 a partir del 
problema 6.2.55. 

6.2.57*. Supongamos que la matriz A tiene estructura simple, 
Demostrar que para todo número A, el rango de una matriz А — Aol 
©з igual al orden más grande de los menores principales de esta 
matriz diferentes. de cero. 

6.2.58. Demostrar que todo operador de estructura simple se 
anula por su polinomio característico. 

6.2.59. Sean А' ип operador de estructura simple que actúa en 
un espacio de dimensión n y Aj» - - -: Am todos los valores propios 
del operador А que son distintos. Hallar el polinomio mínimo de 
este operador. 

.2.60*. Sean А y B matrices rectangulares do tipo m X n 

y n x т, respectivamente. Demostrar que los polinomios caracte- 

řísticos de las matrices AB y BA verifican la relación 
АЕ, АВ| = э” AE, — BA]. 

En particular. рага m = n se obtiene el resultado del problema 6.2.7. 

6.2.61*. Demostrar que el polinomio característico de la matriz 
AB 
BA 


donde A y B son matrices cuadradas de un mismo orden, es igual al 
producto de los polinomios característicos de las matricos А + B 
y AB. j 

6.2.62. Demostrar que al complexificar un espacio lineal real 
el operador A se transforma en operador Á del mismo polinomio 
característico. 

6.2.63. Mostrar que el resultado del problema 6.2.21 ез también 
válido para un operador nilpotente que actúa en un espacio real de 
dimensión л. 

6.2.64. Demostrar que el polinomio característico de la matriz 
real D de orden 2n 


M= 


=c] 

B 
es igual al producto de los polinomios característicos de las matrices 
complejas n xn A =B+iC y Ā =B — iC- 


D= 
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$ 6.3. Subespacios invariantes 


_ Presentación de los problemas del párrafo. La primora parto de este párrafo 
está consagrada a los subespacias invariantes y a los operadores inducidos. En la 
segunda parte examinamos сі teorema de la posibilidad de reducir la matriz de 
їп operador а una [orma triangular y los corolarins de este teorema. 


6.3.1. Demostrar que la suma y la intersección de los subespacii 
L, y L, invariantes respecto al operador А son también invariantes 
respecto a А. 

6.3.2. Mostrar que el núcleo y la imagen de un operador А de 
өлү son invariantes respecto а А. 

6.3.3. Demostrar que si un operador А es singular, todo subospa- 
cio que contiene su imagen será invariante respecto a А. 

6.3.4. Aclarar ol sentido geométrico de los subespacios invarian- 
tos unidimensionales de un operador y mostrar que en un espacio 
complejo todo operador posce рог lo menos un subespacio invariante 
unidimensional. 

6.3.5. ¿Qué se puede decir de un operador А do шуу. respecto 
al cual todo subespacio de un espacio X es invarianto? 

6.3.6*. Demostrar que si en un espacio X de dimensión п todo 
subespacio de dimensión k, donde k es un número natural fijado, 
1<k<n, es invariante respecto a un operador А, entonces А es 
эп operador escalar. 

6.3.7. Demostrar que la cápsula lineal de cualquier sistema de 
vectores propios de un operador А es invariante respecto a А. En 
particular, los subespacios propios del operador А son invariantes 
respecto a este operador. 

6.3.8. Demostrar que los operadores A y А — ЛЕ, donde A es 
cualquier número, poseen los mismos espacios invariantes. 

6.3.9*. Demostrar que todo operador que actúa en un espacio 
complejo de dimensión x posee un subespacio invariante de dimen- 
sión n — 4. 

6.3.10. Demostrar que si un operador А es regular, А y A-t 
tienen los mismos subespacios invariantes. 

6.3.11. Mostrar que todo subespacio invariante respecto а un 
operador Á es invariante respecto a todo polinomio de este operador. 
¿Es válida la afirmación inversa? 

6.3.12. Demostrar que el núcleo y la imagen de Lodo polinomio 
1 (4) de un operador А son invariantes respecto а А. 

6.3.13. Supongamos que los operadores А y B son conmutables. 
Demostrar que el núcleo у la imagen del operador B son invariantes 
respecto al operador А. 

6.3.14. Demostrar que todo subespacio propio de un operador А 
es invariante respecto a todo operador que conmuta соп А. 

6.3.15. Demostrar que si un operador А que actúa en un espacio 
de dimensión л posee n valores propios distintos, todo operador Л 
conmutable con А tiene estructura simple. En este caso todos los 
vectores propios de А son igualmente vectores propios de B. 
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6.3.16. Hallar todos los smbespacios invariantes de un opera- 
dor А de un espacio cuelídeo tridimensional: Az = |z, al, donde a 
es un vector fijado. Determinar para cada subespacio invariante L 
el operador inducido A/L. 

6,3.17*. Hallar todos los subespacios invariantes de un opera- 
dor de derivación en el espacio de polinomios M, 

6.3.18. Un espacio X de dimensión л es la suma directa del 
subespacio L, de dimensión k (>0) y del subespacio Ly do dimensión 
n — k. Supongamos que una base е... ., €, del espacio está elegida 
de modo que los vectores ey. . . .. e, pertenecen а L; y los vectores 
Entro «=> Ens A Ly. Representemos la matriz del operador И en la 


Базе ej, ---. en en forma celular 
а, An sel 
An Аш 


donde A, y Az son submatrices cuadradas de orden k y n — k, 
respectivamente. Demostrar que 


a) An = 0 sivy solamente si, L, ев invariante respecto al opt- 
rador А: 
b) An = 0 y А, = 0 si, y solamente si, los dos subespacins 


L, y L, son invariantes respecto al operador A. 
6.3.19. Mostrar que toda matriz cuadrada compleja A de orden n 
es semejante a la matriz B de la forma 


bu Ва 
о Ba 


donde /3,, es unn submatriz de orden n — 1. Indicar el procedimiento 
de construcción de vna matriz de translormación Р tal que I= 

6.3.20. Demostrar que si un operador А actúa еп wn espacio 
complejo, todo subespacio invariante respecto а A contiene por ln 
menos un vector propio de este operador. 

6.3.21. Sea £ un subespacio invariante respecto а un operador А. 
Demostrar que 

а) el polinomio característico del operador inducido A/L es un 
divisor del polinomio característico del operador A; 

b) el polinomio mínimo del operador inducido A/Z es un divisor 
del polinomio mínimo del operador А. 

6.3.22. Los subespacios [л y L, son invariantes respecto а un 
operador A; además, Lı с La. Demostrar que el polinomio caracte- 
tistico del operador A/L, es un divisor del polinomio característico 
del operador А. Una afirmación análoga es válida para los poli- 
nomios mínimos. 

6.3.23. Los subespacios L, y L, son invariantes respecto al ope- 
rodor A. Demostrar que el polinomio característico del operador 
AlL, + Ly) y el polinomio característico del operador A/(L, N Ly) 


a-| 
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son ol múltiplo común y el divisor común, respectivamente, de los 
polinomios característicos de los operadores A/L, у A/La. Una afir- 
mación análoga es válida para los polinomios mínimos. 

6.3.24*. Demostrar que wn operador А de estructura simple 
induce sobre cada uno de sus subespacios invariantes L un operador 
AIL igualmente de estructura simple. 

6.3.25. Deducir del problema 6.3.24 el corolario siguiente: 
todo snbespacio invariante no trivial de un operador А de estructura 
simple está tendido sobre un cierto sistema de vectores propios de 
este operador. 

6.3.26. Demostrar que para los operadores conmutables A y 2 
de estructura simple existe una base del espacio compuesta de vecto- 
res propios comunes de estos operadores. 

6.3.27. Demostrar que dos operadores conmutables cualesquiera 
de un espacio complejo poseen un vector propio común. 

6.3.28. Demostrar que para todo conjunto G (aunque sea 
finito) compuesto de operadores conmutables de dos en dos de m 
espacio complejo existe un vector propio común para todos los ope- 
radores de б. 

6.3.29. Supongamos que un operador А se reduce por un par de 
subespacios Ly y L, Demostrar que: 

a) el rango del operador А es igual a la suma de los operadores 
AlL, y Alla; 

b) el polinomio característico del operador А es igual al producto 
de los polinomios característicos de los operadores A/L, y A/L: 

с) el polinomio mínimo de А es el mínimo común múltiplo de los 
polinomios mínimos de A/L, y Ай 

d) para todo número entero k el operador А" es la suma directa 
de los operadores (4/L,Y' y (A/L:)*; 

e) рага todo polinomio f (£) el operador f (А) es la suma directa 
de los operadores f (АЛЛА) y f (4/Ly) 

6.3.30. Demostrar que un operador de derivación en el espacio 
М, no se reduce por ningún par de subespacios. 

6.3.31. Sean R un espacio lineal real. C, vn espacio complejo. 
obtenido de R por complexificación. Supongamos que L es un subes- 
pacio en R, invariante respecto a un operador А; еу... ., €a es unn 
base de L. Mostrar que la cápsula lineal de los vectores e, + 0... 

~ ex + 10 en el espacio С es un subespacio invariante respecto 
al operador Á correspondiente al operador A. 

6.3.32*. Aplicando la complexificación demostrar que Lodo 
operador de un espacio lineal real posee un subespacio invariante de 


dimensión 1 ó 2. 
6.3.33. Hallar el subespacio invariante bidimensional do la matriz 


4 —6 4 
1.00 
o 10 


considerada como un operador de un espacio aritmético real Л. 
100 


6.3.34. Supongamos que los vectores columna д. ..., 1.2; = 
= z; + iy; de dimensión n forman una base del subespacio inva- 
siante de dimensión k de una matriz compleja A = B + iC. De- 
mostrar que los vectores columna шу, - - ., Ups Vi, - - -+ Va de dimen- 


sión 2n, donde 
| „| 
u= ‚ у= 
=] y, Y 


engendran una base del subespacio invariante de dimensión 2% de la 
matriz real 


B =c 
p-e 75 
6.3.35. Los vectores e,, . . ., ea forman una base del subespacio 


invariante de dimension k de una matriz A de orden m X m; los 
vectores fa, - - -. fı forman una base del subespacio invariante de 
dimensión 1 de una matriz B de orden n X n. Demostrar que la 
cápsula lineal de los productos de Kronecker е, X fp i = 1, . -+ k, 
¡=4,..., Les un subespacio invariante de dimensión КЇ 

a) de la matriz A х B; 

b) de la matriz A X Ё, + En X B- 

6.3.36*, Demostrar que para todo operador А que actúa en un 
espacio complejo X de dimensión n existe una sucesión de subespacios 
invariantes Ly, Lys « « -» Б-у, Ln tales que la dimensión del espa- 


cio La es le y 
A A A 


Mostrar que en una base ез, . . .. €n del espacio compuesto de modo 
que e: Є L, la matriz йе un operador А es una matriz triangular 
superior; pero si el orden de los vectores de la base se cambia por 
ĉn» : > -+ бу, la matriz de A deviene triangular inferior. Aclarar el 
sentido de los elementos diagonales de estas matrices 

6.3.37. Deducir del problema 6.3.36 el corolario siguiente: toda 
matriz cuadrada compleja es semejante a una matriz triangular 
superior (inferior). 

6.3.38*. Demostrar la afirmación del problema precedente inde- 
pendientemente del problema 6.3.36. 

6.3.39. Demostrar la no unicidad de la forma triangular de una 
matriz compleja A dada. A saber, cualquiera que sea la ordenación 
preliminar dada de los valores propios Ay, . . ., А, de la matriz А 
«existe una matriz triangular superior (inferior) semejante cuya dia- 
gonal principal tiene los números Ay. . - .. An еп el orden requerido. 

Reducir las matrices siguientes por una transformación de seme- 
апта a una forma triangular (indicar Jas formas triangulares obte- 
nidas y las matrices de transformación): 


=e] 1 0 — 


=i —i —i 
о 1.0 


170 


534 5 2 1 
-8-3 –2|. 
т 4 3 


6.3.42*. Sean Ay . . .. Am todos los valores propios distintos 
de una matriz compleja А de orden n X n, й,..., km, las multi- 

icidades algebraicas de estos valores propios. Demostrar que la 
matriz А tiene estructora simple si, y sólo si, es semejante a una 
matriz B de la estructura celular siguiente 


MEn, Ba Вз... В 
0 МЕ, В... Bym 
B=/ 0 0 MEn o- Bam (|+ 


0 © e si 


6.3.43. Demostrar que en un espacio complejo un operador es 
nilpotente si, y sólo si, todos sus autovalores son iguales a cero. 

6.3.44*. Demostrar que las matrices conmutables A y В pueden 
ser reducidas a la forma triangular por una misma transformación 
de semejanza. 

6.3.45. ¿Qué significa la afirmación del problema 6.3.44 para 
los operadores commutables А у В? 

6.3.46*. Demostrar que toda matriz cuadrada real es semejante 
a una matriz casi triangular superior (inferior) cuyas casillas diago- 
males son de orden 1 6 2. 

6.3.47. Deducir del resultado del problema 6.3.46 el corolario 
siguiente: en un espacio real de dimensión n todo operador posee un 
subespacio invariante de dimensión п — 4 о n — 2. 

6.3.48*. Sean 3, .. .. Am los autovalores de una matriz com- 
pleja A de orden m X т, ц. - - - ра, los autovalores de una matriz 
compleja B de orden п Х n (cada una de las sucesiones puede tener 
unos mismos elementos). Demostrar que: 

а) Jos mn productos Ару. è = 1, ..-. m, j = 4, . . ., п dan en 
conjunto los autovalores de la matriz A х B y del operador бло 
(véase el problema 5.6.10); 

b) las тп sumas Ar + ру, id, m, } =1,..., п dan 
еп conjunto los autovalores de la matriz А X Е, + Em X B y del 
operador Рав. 

6.3.49. Demostrar que la ecuación matricial 


AX+XB=C, 


donde A. B, C son las matrices complejas dadas de orden m x т, 
nx nym X п, respectivamente, posee una solución, y una sola, 
si los valores propios Ay de la matriz A y py de la matriz 2 no forman 
ningún par tal que Ay + p; =0. 

6.3.50*. Supongamos que un operador А de un espacio complejo 
se reduce por un par de subespacios Г; y Ly, además, los operadores 


т 


inducidos Д/7 y A/L, no poseen valores propios iguales. Demostrar 
que este mismo par de subespacios L, y La reduce todo operador /3 
que conmuta con A. Extender esta afirmación al caso de un número 
finito cualquiera de subespacios. 

6.3.51. Sean A, А» los valores propios de una matriz 
compleja A de orden n X п (entre los números A; puedo haber nú- 
meros iguales). Demostrar que todos Jos productos posibles según p 
de los números Ay, . - .. Ap dan en conjunto todos los valores propios 
de la p-ésima matriz asociada a A,- 


$ 6.4. Subespacios radicales (principales), 
Torma de Jordan 


Presentación de los problemas del párrafo. Los problemas de este párrafo 
vienen en el orden siguie 

Subespacios radicales (principales). Los instrumentos esenciales empleados 
aquí son el teorema de la descomposición de un espacio complejo en una suma 4 
recta de subespacios tadicales de un operador A y ln caracterización del subespa- 
cio principal Ж. correspondiente al valor propio A, considerado сото un nú- 
cleo de cierta potencia del operador A — МЕ. Damos los corolarios del troremo 
de la descomposición, los problemas de cálculo sobre la construcción de subespa= 
cios radicales y disCutimos la noción de índice del vector radical. 

Estructura del subespacio radical. Aquí la exposición se hace por etapas. Co- 
menzamos porel casó más simple cuando el índice máximo del vector radical сой 
cide con {а dimensión del subespacio radical. Luego la situación se complica 
progresivamente paro examinar por último el caso más general. En cada etapa 
mostramos la estructura de la base canónica y damos ejemplos de cálculo. Una 
vez aclarado la estructura de un subespacio radical aislado se hace posible la 

Construcción de l Че Jordan de un operador arbitrario. Ademés de los 
problemas de cálculo también proponemos al lector una serio de problemas teô 
ricos que utilizan la forma de En particular, deducimos las fórmulas 
[рга calcular а forma de Jordan omitiendo Ja construcción do una base canónica. 

ermina el párrafo la 

Relación entre la semejanza de las matrices y la forma de Jorden. 

En todo el párrafo, si по se hace una mención especial. examinamos ún 
mente los operadores que actúan en un espacio complejo y las matrices complejas. 


6.4.1. Aprovechando los problemas 5.3.9 y 5.3.10 demostrar 
que para todo operador А que actúa en un espacio X real o complejo 
de dimensión п existe una descomposición de X en una suma directa 
de subespacios: 

X=N+T, (6.4.1) 
donde N es el núcleo y 7 es la imagen del operador A? para un nú- 
mero natural д. En este caso para un tal número 9 mínimo es válida 
la desigualdad «сл. 

Mostrar que sobre el subespacio № wn operador А induce un ope- 
rador nilpotente y sobre el subespacio T, un operador regular. De 
este modo, la afirmación del problema puede ser formulada también 
ай: todo operador А es una suma directa de operadores nilpotente 
y regula 

84.2%. Demostrar que la descomposición de un operador А en 
una suma directa do operadores nilpotente y regular es la única. 
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6.4.3. Demostrar que la dimensión de un subespacio M en la 
descomposición (6.4.1) ез igual a la multiplicidad algebraica del 
valor propio nulo del operador А. 

6.4.4*. Demostrar que para todo operador А existo una descom- 
posición del espacio X en una suma directa de subespacios Ку, 


Те. Жу 


х-к + Koh Ko (6.4.2) 
«donde Ay, - - .. Am son todos los valores propios distintos del opera- 
dor A con multiplicidades algebraicas ky, - - ., kia» respectivamente, 
cada uno de los subespacios Ќ,, es invariante respecto al operador А 
y el operador A/K, inducido sobre este subespacio posee el poli- 
nomio característico (A — А). 

6.4.5. Demostrar que la descomposición (6.4.2) que posee las 
propiedades descritas en el problema 6.4.4 es la única para ol opera- 
dor А dado. 

6.4.6. El subespacio К, en la descomposición (6.4.2) se llama 
subespacio radical (principal) correspondiente al valor propio Aj. 
Mostrar que de los problemas 6.4.1—6.4.5 se deduce que: 

a) el subespacio Ку, puede ser descrito como un conjunto de 
todos los vectores т tales que (А — A/EJ'z = 0; aquí s es cualquier 
número natural; 

b) el subespacio К, puede ser descrito como el núcleo del ope- 


rador (А — А8)", donde q, es un número natural que no sobre- 
pasa Кү 

0) el subespacio propio L,, correspondiente al valor propio A 
se encuentra en el subespacio radical K,- 

0.4.7. Mostrar que para que un operador А tenga estructura 
simpie es necesario y suficiente que para cada valor propio A; de este 
operador el subespacio propio Г, coincide con ol subespacio ri 
dical Ka, 

6.4.8. Demostrar que si Ку, es un subespacio radical de un ope- 
rador A, que corresponde al valor propio A, entonces: 

а) Ку, es un subespacio radical del operador A — ЕЁ, que co- 
тгезропйе al valor propio Ay — Ao; 

b) Ку, es un subespacio radical del operador A“, que corres- 
ponde al valor propio 4/%. 

6.4.9*. Demostrar que todo subespacio radical de un operador 
A es un subespacio invariante do cualquier operador Л que conmuta 
con A. 

6.4.10*, Demostrar el teorema de Cayley-HTamilton: todo ope- 
rador А se anula por su polinomio característico. 

4.11. Demostrar que si un operador А do un espacio de dimen- 
sión п es regular, el operador inverso A”! puede ser ropresentado сото 
un polinomio de grado л —{ de А. . 
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Construir los subespacios radicales de Jas matrices siguientes: 


GAA2 [1 4 aj 6448. 1 1 0 
=з % | | A 4 
411 4 1 -2 

бам.) 23 0 3j 6445.2 -3 4 —6 
10 12 0 20.6 

оз 2 з|- o 02 3 
| 12-10 0 012 


6.4.16. Todo vector del subespacio radical X,, de un opera- 
dor A se llama vector radical de este operador referente al valor pro- 
pio Ац. Llámase fndice del vector radical z de K,, al número natu- 
rol h tal que (А — ALE) z = 0, pero (4 — AE) 0с + 0. El indico 
del vector nulo es nulo por definición. 

Mostrar que: 

a) elíndice de todo vector de K,, no sobrepasa la multiplicidad 
algebraica kı del valor propio 21; 

b) el Índice del vector propio es igual a 1; 

с) el conjunto H, de todos los vectores de К,, cuyos Índices по 
sobrepasan el número natural k dado es un subespacio. 

6.4.17*. Sea z ol vector radical de un operador А que corresponde 
al valor propio Ay y de Índice h (> 0). Demostrar que: 

a) el Índico del vector (A — AE) z es h — 1; 

b) el Índico del vector (A — А2) z, donde Ay es el valor propio 
del operador A distinto de Ay, es h; 

с) si Ay es una raíz del polinomio / (2) de multiplicidad 2. donde 
1<h, entonces ol índice del vector f (А) z екл — l; 

d) el índice del vector A~'z es< h; 

e) si B es un operador que conmuta con A, el índice del vector Bz 
no sobrepasa h. 

6.4.18. Mostrar que el vector radical z de un operador А es 
un vector radical dol mismo índice а) para el operador A — 2.2; 
b) para el operador А-1. 

6.4.19. Demostrar que el sistema de vectores по nulos de К, 
que posee Índices distintos de dos en dos es linealmente indepon- 
diente, 

6.4.20. Sea z un vector de Índice k de Ку. 

Mostrar que: 

а) el sistema de vectores (А — MEN z, (A 

+, (А — МЕ) zy z es linealmente independiente; 

P) la cápsula lineal de este sistema es un subespacio invarianto 
del operador А. 

En los problemas 6.4.24—6.4.62 se examinan los operadores de 
un espacio de dimensión л y las matrices de orden п que poseen sola- 


MEA, ... 


17% 


mente ол valor propio Ay de multiplicidad algobraica п. En el texto 
que sigue esta circunstancia no se menciona especialmente. Claro 
está que todos los resultados obtenidos son igualmente válidos paca 
un operador arbitrario considerado solamente sobre el subespacio 
radi 


21. Un operador А de un espacio X de dimensión n se llama 
unicelular si el Índice máximo del vector radical coincide con la 
dimensión n del espacio. Demostrar que: 

a) toda base del espacio X contiene por lo menos un vector de 
índice л; 

b) si т es un vector de índice л, el sistema de vectores (А — 
— МЕ)" IZ, (A — ME)", ..., (А — МЕ)т, т es una base dol 
espacio X 

с) la matriz del operador А en esta base es una célula de Jordan 
de orden п referente al número A. El punto с) explica el sentido de 
la denominación «operador umicelular». 

Así, pues, en el caso de un operador mnicelular la base canónica 
es un sistema (A — AEYIz, .. ., (А — oE) z, х llamado serie 
construida a partir del vector z, en tanto que la forma de Jordan 
está compuesta de una sola célula de orden n. 

6.4.22. En los datos del problema 6.4.21, b) hallar la matriz de 
un operador А en la base z, (А — ALE) z, . . ., (А — АЕ)", 

Construir la base canónica y hallar la forma de Jordan de las 
matrices siguientes: 


-4 3 6-и —5 
т 483 6 


6.4.26. 


dida и 3 “| 5 —9 —4 


6.4.25. 


Hallar la forma de Jordan de las matrices de orden n siguien- 
tes: 


6.4.22. || — 


=f о о... 0 0 


оо: оо 


Soo 


‚|, ®==0. 
0 a 
0 1 
64.29.19 a, 0 0...0 0 
09 а. 0...0 0 
оо 9 0 


6.4.30. 
6.4.31. 
6.4.32. 

00 0...а ll 
аааз... +0. 


> fai . 

6.4.33. Hallar la base canónica y la forma de Jordan de un opc- 
radar de derivación en un espacio de polinomios A. 

6.4.34, Demostrar que si А es un operador wnicelular de valor 
propio 2, + O, entonces serán también unicelulares: a) el operador 
47; h) el oporador А' para cualquier número natural Ё c) el opera- 
dor Ат". 


as 


6.4.35. Mostrar que si A es un operador unicelular con el valor 
propio 0, A? ya no es un operador unicelular (se supone que la di- 
mensión del espacio es superior a 1). 

6.4.36. Demostrar que para un operador wnicelular A el subespa- 
cio Ha —el núcleo del operador (A — A¿£)'—, es de dimensión К, 
0<k<mn. 

6.4.37. Demostrar que un operador unicelular A no posee subes- 
pacios invariantes no triviales distintos de los subespacios Hy 
(véase el problema 6.4.36). 

6.4.38. Sean A y В operadores unicelulares conmutables. De- 
mostrar que los espacios invariantes de estos operadores coinciden. 

6.4.39. Demostrar que el polinomio mínimo de un operador 
unicelular A coincide con su polinomio característico. 

6.4.40*. Supongamos gue el índice máximo de un vector de un 
espacio X es igual а t. Los vectores zı, ..., ту son linealmente 
independientes y tienen el índice t; en este caso la intersección de la 
cápsula lineal de los vectores л, . . .. zp y del subespacio шл 
se compone únicamente de un vector mulo. Demostrar que cualquiera 
que sea el número natural k, 0 < k < £, los vectores (А — А,В), 
ооо (А — 1,£)*z, son linealmente independientes y la intersección 
de la cápsula lineal de estos vectores соп el subespacio Л, а. Se 
compone sólo de un vector nulo (recordamos que el subespacio Ma 
es el núcleo del operador (А — МЕ). 

6.4.41. Designemos por ma el defecto del operador (А — 242), 
Deducir del resultado del problema 6.4.40 las desigualdades 

п — тд = т — тел S Ma — туш, 
donde 0< k < t, my = 0. 

6.4.42", Demostrar que en el espacio del problema 6.4.40 las 
series construidas a partir de los vectores ту, . . ., zp engondran en 
su totalidad un sistema linealmente independiente. 

6.4.43. Mostrar que si en los datos del problema 6.4.40 está 
cumplida la condición л 1) £ (donde п es la dimensión 
del espacio X), entonces: 

n (A1 АЕ)д, Boo 


a) las series (А — ALE) iz, 
oo (A — АЕ ар, . . ., (А — АЕ) zp, ту engendran en su to- 
talidad una base del espacio X (aquí se considera que p = n — т, 
b) la matriz del operador A en esta baso tiene la forma casi 
gonal siguiente: 
л. 0 


lo EA 

donde cada una do las matrices Л, Jy 
Jordan de orden t referente al número А. 

De este modo, en el caso considerado la base canónica de un ope- 

тайог A está compuesta de varias series de longitud máxima posible, 


Jp es una célula de 


12-0911 in 


mientras que la forma de Jordan se compone de algunas células de 


Jorden de un mismo orden. 
Construir Ja base canónica y hallar la forma de Jordan do las 


matrices siguientes: 


6.444 j1 4 —20 6.4.45. 199 0 0 101 
2 1 02 о 390 0 
10 14 0 101 9 0 
0-14 21 о оо 9% 

6.4.46. |—3 1000 0 
30100 0 
—1 0000 0 
00000 —1 
0001410 —3 
00001 —3 

6.4.47. 2 о 00.00 
о 2 ооо о 
о о 2000 
0-3 0200 
—i 0 0020 
о 0-5002 


6.4.48. Hallar la base canónica y la forma de Jordan de ип ope- 
rador de derivación doble en un espacio de polinomios Mn suponiendo 
que n = 2k — 1, k es un número entero. 

6.4.49. Elíndice máximo de un vector del espacio X es igual a t. 
Los vectores linealmento independientes 21, .. , Zp, Wenen el 
índice t; además èl espacio X es una suma directa del subespacio 
H,- y de la cápsula lineal tendida sobre este sistema de vectores. 
Demostrar que si 105 números ma (véase el problema 6.4.41) verifican 
la desigualdad 

тү тр < My — Рис 
entonces: 

a) las series construidas a partir de los vectores зу... ., 2р, 
по engendran on su totalidad la base del espacio X; 

b) las series construidas a partir de los vectores (А — МЕ) д1, 
+.» (А — МЕ) zp, по engendran en su totalidad la base del sube 
pacio He 

с) si los vectores linealmente independientes гр, ы, + - + Zp, 
de índice { — 1 son tales que la cápsula lineal tendida sobre el 
sistema de vectores (А — MÆ) z;, +. -» (A — ME) гр трое ~ 
- - ., Zp, da en la suma directa con el subespacio H,- el subespacio 
H, las series construidas a partir de los vectores лу... + хь, 
тым, у, Zp, Ongendran en su totalidad un sistema linealmente 


independiente; 


в 


d) los números ть satisfacen las condiciones 
My — My & т — ту, 
donde 0 <k < t— 1, т, = 0. 

6.4.50. Hallar la relación entre la dimensión n de un espacio X, 
el índice máximo £ de un vector y los números ть, que permite foż- 
mar una base de X a partir de las series construidas en el proble- 
ma 6.4.49, с). Construir para este caso la forma de Jordan del ope- 
тайог А. 

Construir la base canónica y hallar la forma de Jordan de las 
matrices siguientes: 


625.6 44 1 6.4.52. |5 1 —1 -1 
21 —2 15-1 —1 
11 4 11 3-1 
111 3 
6.653. -2 0 3 4 5 
0-2 о б 7 
0 0-2 о 8 
о 0 0-2 0 
о о 0 0-2 
1—1 0 1 0| 
2-2 0-t 0 
11-14 0 0 
2 оз Y 
2-1 0-41 —1 


6.4.55. Hallar la base canónica y la forma de Jordan del opera- 
dor de derivación doble en el espacio de polinomios А, suponiendo 
que л = 2k, k es un número entero. 

6.4.56. Mostrar que en el caso general la base de un espacio 
puedo ser compuesta de p, series de longitud máxima £, ру — ру 
series de longitud £— 1, en general, de pr-ası — р-у Series de 
longitud k, O<k<t. Aquí 


PR Ms — Mo 


Jfallar para este caso Ја forma de Jordan del operador. 
6.4.57. Deducir del resultado del problema 6.4.56 el corolario 
siguiente: los números m, deben verificar la desigualdad 


mpm, Lm, т, 


para r >s. 

6.4.58. En un espacio de dimensión 8 ¿puede existir un opera- 
dor nilpotente А, para el cual los números гу, donde r, designa el 
rango del operador A*, constituyen la sucesión б, 4, 3, 1, 0? 
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Construir la base canónica y hallar la forma de Jordan de las 
matrices siguientes: 


6.4.59. 1 1 140 
21. 3 01 
=i 0-4 4 
0-11 5 
6.4.60. [3 1 —3 —2 —2 
0-2 14 о 0 
® у ой % 4 
104 с И 
E Ж. Ж. 0 
6.4.64. з 6 4 1 0 0 
0 йй а б 1 0 
1-23 0 0 1 
0 10 0 3 5d 
о о о о о 4 
о о 0—1 —2 —з 
6.4.62*. 12010 —1 0 
0200 0 0 
0010 1 0° 
0005 0 —9- 
2010 3 0 
00041 0 -1 


Aprovechando el proceso de construcción de la base canónica en 
el subespacio radical descrito en Ja sección precedente y la descom- 
posición de un espacio en una suma directa de subespacios radicales, 
hollar la base canónica y la forma de Jordan de las matrices siguien- 
tes: 


6.4.6.12 —1 1 6.4.64. 3з —1 1 
5 =i |. | 4 —2|- 
5 1 2 -2 2 0 
6.4.65. [—4 4 2 6.4.66. | 3 0 —1 
|2: 1 | E 1 1 
—5 43 3-1 -i 
6.4.67. 00 -5 3 6.4.68. || —3 4 з 15 
00-34 11 0 5 
-5 3 о of” 00 -3 —3 
-3 1 оо оо 2 2 


6.4.69. [2 4 0 0 
= 2 0 0 
—2 4—1 ol” 
3—6 0 —i 
бало. ро 4 ї 4 1 
а 2—1 ч 
6 4-1 4 
—6 —1 4 2 


6.4.71. Los vectores de Ја hase canónica de un operador А 
están numerados en el orden inverso. ¿Cómo cambiará la matriz del 
operador? 

6.4.72. Conociendo la forma de Jordan de un operador A hallar 
la fo"ma de Jordan del operador: a) А — ME; b) A~} 

6.4.73. Mostrar que si Ay, . . ., Ан son los valores propios de 
un operador А de un espacio de dimensión n (entre estos números 
puede haher números iguales), serán valores propios del polinomio 
1 (4) los números f (Ay), ..., f (An). 

6.4.74. Demostrar que todo operador de un espacio complejo 
es una suma directa de los operadores unicelulares. 

6.4.75*. Hallar una forma de Jordan del operador A? si se co- 
noce una forma de Jordan de un operador А. 

6.4.76. Demostrar que todo operador de un espacio complejo 
puede ser representado bajo la forma de la suma de un operador de 
estructura simple y do un operador nilpotente. 

6.4.77*. Demostrar que el operador A que satisface la condición 
A? = E y no es escalar es un operador de reflexión. 

6.4.78. Demostrar que el operador А que satisface la condición 
АХ = E pora cierto k natural es un operador de estructura simple. 

6.4.79*. Demostrar que en toda forma de Jordan de wn opera- 
dor А el número de células de Jordan referentes al valor propio 
A, es igual al defecto т, del operador А — АЕ. 

6.4.80*. Demostrar que en toda forma de Jordan de un operador 
А el número de células de Jordan referentes al valor propio А, de 
orden superior o igual a k se define por la fórmula 


Sa = Ma тае 


donde mp = 0 y ma es el defecto del operador (А — АЕ). 
6.4.81. Dedncir del resultado del problema 6.4.80 la relación 
Sa = 2ш — Maga — Mago 
donde 5, es ol número de células de Jordan de orden К referentes al 
valor propio Ay 
De este modo la forma de Jordan de Lodo operador se define de 
тїп modo único con una exactitud de la disposición de las células de 
Jordan sobre la diagonal 
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Sin calcular la base canónica hallar la forma de Jordan de las 
matrices siguientes: 


6.4.82. 3400 0] 6.4.83. 0 1 000 
-20100 о 0 100 
—2001 0 0 0 01 0]. 
30004 о о 004 
—1000 0 1 —1 —22 1 

6.4.84. 5 0 6 7 9 14 
0508 10 15 
005041 16 
0005 12 17|" 

0000 13 18 
0000 0 19 

6.4.85. з ооо п 0 
[ЖЕ ЖЕ МЕ ЖЕ о 
1-1-4 0 0 0 
$ 2 1-4 0 off” 

-2 2 5 7-4 0 
4 3 8 6 0 —4 

6.4.86*. оо 110 о 
10-301 0 
оі зоо 1 
оо ооо 1 
00 010 —3 
оо оо з 

6.4,87*, [00 1—1 0 1 
10-3 1-1 3 
оа 3 0 1 2 
оо о о 0 H~ 
00 Q 4 0 —3 
00 0 0 1 3 


6.4.88. En el espacio de polinomios M, hallar la forma de Jor- 
dan de un operador en diferencias Ay. 

6.4.89, En el espacio de polinomios М, hallar una forma de 
Jordan: а) de un operador de derivación triple; b) de un operador 43, 
donde A, es un operador en diferencias 

6.4.90. Mostrar que en cada clase de matrices semejantes existe 
una forma de Jordan y una sola con una exactitud de la permutación 
de las células de Jordan sobre la diagonal. 


ARL 


Determinar si las matrices dadas A, B y C son semejantes: 


3-25 
59 —63 z| | 59 —63 52 


-3 2 5 
6.4.91*, A=||—12 8 20], 


B=||—147 159 —132 —447 159 —132 
—244 263 —219 —24 263 —218| 


$ t 29 
6.4.92. A=|-3 —1 alj, 
-2—2 4 
5 5-2 со в 
=2-1 ij, c=| 32 6 
yt 1 2 |: о -2 
=1 -1 2 
6.4.93. A=] 3 —5 | 
2 —22 
-812 —6 о е б 
в=|—10 18 xf. c|- 16 al. 
-0 и —14 4 —8 20 


6.4.94. Demostrar que toda matriz compleja А es semejante a la 
matriz transpuesta A”. 

6.4.95. ¿Qué se puede decir de la forma de Jordan de una matriz 
А si A es semejante а la matriz inversa А-!? 

6.4.96. Demostrar que una célula de Jordan es semejante a la 
matriz de Frobenius de su polinomio característico. 

6.4.97. Demostrar que toda matriz compleja es semejante a una 
matriz casi diagonal, todas las células diagonales de la cual son ma- 
trices de Frobenius. 

6.4.98*. Hallar la condición necesaria y suficiente para que el 
polinomio mínimo de una matriz compleja coincida con su polino- 
mio característico. 

6.4.99. Sean М... ., Am todos los valores propios distintos de 
una matriz compleja А de orden n х n. Demosirar que la matriz А 
tiene estructura simple si. y solamente si, el polinomio (A — Ay)... 
2-0 — Am) es para A un polinomio mínimo 

6.4.100*. Una matriz cuadrada A de orden m tiene estructura 
simple: se conoce una forma de Jordan J de la matriz B n X n. 
Hallar la forma de Jordan de la matriz: a) A X B; b) A X En + 

+Е, Хх В. 

Aplicar los resultados obtenidos a los operadores С,» у Fan 

del problema 5.6-10. 
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6.4.101. Hallar la forma de Jordan de una matriz de orden n 


did 


e 1 


donde e es positivo y se halla en el lugar (n, 1); los elementos no in- 
dicados fuera de la diagonal son iguales a cero. 

6.4.102*, Reomplacemos en la [orma de Jordan de una matriz 
A 105 elementos fuera de la diagonal iguales a la unidad (si los hay) 
рог un múmero arbitrario e 3 б. Demostrar que la matriz obtenida 
es semejante a la matriz A. 


Capítulo 7 


OPERADORES DE UN ESPACIO UNITARIO 


$ 7.0. Terminología y generalidades 


Sean X e Y dos espacios, ambos cuclídeos o ambos unitarios. Exa- 
minemos un operador lineal А de оху. El operador lineal A* de 
«ух se Mama conjugado respecto al operador А si para Lodo vector 
т ЄХ y lodo vector y € Y se verifica la ignaldad 


(dz, y) = (т. A*y). (104) 
Todo operador А posee un operador conjngado A* y uno solo. 


Sea А nna matriz compleja т X п. La matriz A* de tipo n хт 
se llama conjugada respecto a la matriz А si 

ajma 
para todos 105 Ё, j. 

En cada par de bases ortonormalizadas de espacios unitarios X 
e Y al operador adjunto le corresponde una matriz conjugada e in- 
versamente. En caso de los espacios euclideos X e Y la corresponden- 
cia se establece del mismo modo entre los operadores conjugados y 
las matrices transpuestas. 

Examinemos ahora los operadores que actúan en un espacio 
mnitario X. Tiene lugar el teorema siguiente: 

Teorema de Schur. Para todo operador A existe una base ortonar- 
тайгада de un espacio X en el cual la matriz de este operador es trian- 
gular. 

La noción de operador conjugado permite destacar una serie de 
importantes clases de operadores que actúan en m espacio mitario 


Un operador А se Пата normal si 


A*A = АА*. (7.0.2) 
Un operador U se Пата nnitario si 
U*U = UG = E. (тозу 
Un operador I se Пата hermitiano si 
H* = lj. (7.0.4) 
Un operador K se llama antihermitiano si 
K* = —К. (7.0.5) 
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. El operador hermitiano # se Паша no negativo (definido positivo) 
si para todo vector no nulo z 


y ÚUlz,233>0 (2 0). (1.0.0) 

Del mismo modo se determinan las matrices normales, unitarias, 
hermitianas, antihermitianas, no negativas y definidas positivas. 
En los dos últimos casos. por regla general, las matrices se identifi- 
can con los operadores de un espacio aritmético. 

Para las clases «le operadores indicadas más arriba son válidos 
los resultados siguientes: 

Un operador А es normal si. y solamente si, existe una base or- 
tonormalizada de“ vectores propios. 

Un operador normal А es unitario si, y solamente s 
valores propios son iguales a la unidad en módulo. 

Un operador normal А es hermitiano si, y solamente зі, todos sus 
valores propios son reales. 

Un operador hermitiano /f es no negativo (definido positivo) зі, 
y solamente si, todos sus valores propios son no negativos (positivos). 

Todo operador А de өхх verifica la representación 


A=H + ¡Ha (7.0.7) 
doude H, y H, son operadores hermitianos, llamada descomposición 
hermitiana del operador А. En este caso 


H=} (444). Н, 1 (AA). 


En un espacio euclideo X las. relaciones (7.0.2) (7.0.6) distin- 
guen también clases de operadores llamados normales, ortogonales, 
simétricos, antisimétricos, no negativos y definidos positivos. Del mis- 
mo modo se definen las clases homónimas de matrices reales. 

Las determinaciones y los resultados posteriores son también 
válidos tanto para Jos espacios unitarios, como para los espacios eu- 
clídeos. 

Sea А ип operador de rango ғ que actúa de X en Y. En este caso 
los valores propios no nulos de los operadores A*A y АА" coinciden 
(teniendo en cuenta su multiplicidad) y son positivos. 

Si п y m son las dimensiones de los espacios X e Y. respectiva- 
mente. la multiplicidad del valor propio nulo es п — r para el ope- 
rador APA у т — г para el operador AA*. 

Adoptemos s = mín (л. т) y designemos рог ої... .. a3 (2 > 
> 0) los valores propios comunes de los operadores A*A y АА*. 
Los números a, - - -+ а, Se Патап números singulares del operador 
A. 

De un modo análogo se definen los números singulares de una matriz. 

En todos los casos un operador А posee bases ortonormales e, 
sen tn Y fu- fm(si А E оха, entonces m = n) tales que 

1) los vectores e. - - -» €n Son vectores propios del operador A*A; 

2) los vectores fı. - --» fm Son vectores propios del operador 
44*; 
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+ todos sus 


3) si е... € Y has - - + fr corresponden a los números no nu- 
los ай, +. т}, entonces 


h=h 1 


Cada par de bases ез, .. ., €n Y fi, - - -» fm que poseen las propieda- 
des indicadas se Паша раг de bases singulares del operador А. 

Para todo operador A que actúa en un espacio X tiene lugar una 
representación bajo la forma de un producto de operadores no nega- 
tivo y unitario (ortogonal) 


A =HU (7.0.8) 
llamada descomposición polar del operador А. 


Sean А un operador de (yy, b, un vector fijado del espacio Y. 
Examinemos la igualdad 


Ar=b (7.0.9) 


сото una ecuación destinada a determinar los vectores z de X. Esta 
ecuación es compatible si. у solamente si. ò € 7л. En este caso serán 
soluciones de (7.0.9) todas las preimágenes del vector б. Pero si 
bg Ta. entonces en este caso es razonable buscar los vectores z 
paca los cuales el vector 
y =b— Az 

tiene la longitud mínima posible. Todo vector т de este tipo se Па- 
ma seudosolución de la ecuación (7.0.9). La seudosolución con longi- 
tud mínima se llama seudosolución normal de la ecuación (7.0.9). 
Ésta existe siempre y es la única. 

Considerando la ecuación (7.0.9) para todos los vectores b de Y 
y asignando a cada vector b la seudosolución normal de la ecuación 
correspondiente obtendremos un operador lineal de Y en X que se 
llama seudoínverso del operador А y se nota А“. 


Llámase forma cuadrática F de n variables reales zy .... Ta 
a la función de la forma 
F=2 У aytan (7.0.10) 
а ж 


donde азу son números reales у se puede considerar que ayy = ayı- 

Componiendo wna matriz simétrica А a partir de los coeficientes 

а (llamada matriz de la forma cuadrática) vector columna 

xa base de las variables ту, ..., 2, la definición de la forma 
cuadrática puede escribirse así 

F=(Az, т). (олу 

El producto escalar se define aquí por la regla usual (7.1.4). Lláma- 


se rango de una forma cuadrática F al rango de su matriz A. 
Rcemplezando Jas variables 


z=Py (7.0.19) 
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la forma F pasa a una forma cuadrática do nuevas variables yy, - - 
- 5. Yn Siendo que la matriz В de esta forma está ligada con Ja ma- 
triz A por la relación 


B=PTAP. (2.0.13) 
La transformación de variables (7.0.12) se Mama regular si Ја 
matriz Р cs regular. En las transformaciones regulares de las varia- 
bles el rango de una matriz cuadrática no cambia. 
Mediante una transformación regular de las variables toda forma 
cuadrática Р de rango r puede ser reducida a la forma 


F = hayi Аад +... + ds (1.044) 


Mamada forma canónica de la forma Е. Aquí M, Az, >, A, son 
diferentes de cero. 

La forma canónica de la forma cuadrática dada, como regla, 
no está bien definida. En particular, se puede siempre obtener «(ue 
los coeficientes no nulos de la forma canónica sean iguales a $ o bien 
а —1. Semejante notación canónica se Пата forma normal de la for- 
a. A pesar de quie la forma canónica es no unívoca tiene 
lugar Ja afirmación siguiente. 

Ley de inercia de las formas cuadráticas. El número de coeficientes 
positivos y el número de coeficientes negativos entre los coeficientes 
Aas > - se Ày es el mismo pora toda forma canónica a Ja cual puede ser 
reducida una forma cuadrática dada por una transformación regular 
de las variables. 

Estos números se llaman índice de inercia positivo e índice de iner- 
cia negativo, respectivamente, mientras que la diferencia entro estos 
índices se llama signatura de la forma cuadrática 

Advirtamos que toda forma cuadrática F puede ser reducida a la 
ferma canónica por una transformación ortogonal de las variables (es 
decir, por wna transformación соп опа matriz ortogonal de los coe- 
ficientes). Para eso es suficiente en la fórmula (7.0.12) tomar como Р 
la matriz ortogonal cuyas columnas son los vectores propios de Ja 
matriz А. En este caso serán coeficientes de Ja forma canónica obte- 
nida los valores propios de A. 

La forma cuadrática (7.0.11) se llama definida. positiva si 

(42,2) >0 


para zÆ 0. La forma normal de una forma definida positiva Р se 
escribe 


PESgin+- + (1.045) 


Las dos formas cuadráticas F y G de unas mismas variables pue- 
den ser reducidas a la forma canónica mediante nna sola transforma- 
ción si por lo menos una de las formas (por ejemplo, F) es definida 
positiva: En este caso se efectúa primeramente la transforma- 
ción z= Ру que reduce la forma Ё a la forma normal (7.0.15) 
La forma G se transforma en esle caso en cierta forma de las varin- 
bles ys, - » -, ул. En la segunda etapa se realiza la transformación or- 
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togonol y = Qz que reduce G а la forma canónica; F conserva su for- 
ma normal y pasa а la forma F аф... 

Advirtamos en conclusión que la notación е6 utilizada en este 
capítulo debo ser entendida como una notación abreviada del núme- 
ro complejo z = cos Y + і sen yp. 


$ 7.1. Operador conjugado, matriz conjugada 


Presentación de los problemas del párrafo. En este párrafo examinamos las 
cuestiones siguientes: y 

Definición y propiedades algebraicas de los operadores conjugados y las 
matrices conjugadas. ү 

Ejemplos de operadores conjugados. А 

Correspondencia entre los operadores conjugados y las matrices conjugadas 
quo tiene Jugar en las bases ortonormales de na espacio. 

Correlaciones entre las características geométricas de un operador A y de un 
operalar 4”. conjugado tales como el núcleo, la imagen, los valores propios, ee. 

Subrayamos en todos los casos que la propiedad de dos operadores Че ser 
conjugados depende del procedimiento empleado para introducir un producto 
escalar eu el espacio lineal dado. 


7.1.1. Deducir de la definición de un operador conjugado lía 
propiedades siguientes: 

a) (4) = А 

b) (А + 8)* = А* + Ве; 

c) 0* = 0; 

d) (аА)* = @А*; 

с) (АВу* = В*А*; 

DEE; 

g) si un operador А es regular, entonces (4-1)* 

П) (47)* = (А*)" para todo m entero no negativo: 

1) si un operador А es regular, la propiedad h) tiene Jugar para Lo- 
do m entero; 

i) si (O = а + ай +... + аы!” es un polinomio arbitrario, 
entonces 


(aty 


IHAN = А9), 


donde F(t) =а-++а+...-+а”. 

7.1.2. Demostrar que las propiedades enunciadas en el problema 
precedente también se cumplen para las matrices conjugadas. 

7.1.3. Mostrar que para un operador nilpotente А de índice de 
nilpotencia q el operador conjugado A* es también nilpotente y poses 
el mismo índice de nilpotencia. 

7.1.4. Mostrar que si los operadores A у В son conmutables, lo 
son también los operadores conjugados А* y В". 

7.1.5. En los espacios unitarios (euclídeos) X e Y están fijadas 
ciertas bases er, - . -, €n Y gu» - - -» фы, respectivamente. Suponga- 
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mos que los operadores lineales A y B verifican las relaciones 


{Aen q) = (е,, Bg), i=1,.. m; 
# =% =» % 


Demostrar que en este caso А* = В. 

7.1.6. Sea е, . - ., ĉn una base ortogonal (pero no ortonormal) 
de un espacio X. Hallar en esta base la relación entre Jas matrices 
del operador А de охх y del operador conjugado A*. 

7.1.7*. Supongamos que en una baso 2, - . ., en de un espacio 
unitario (euclídeo) X la matriz del operador А es А, Demostrar que 
оп la base јл, - . », fn biortogonal a la base ер. .-., en la matriz 
del operador conjugado А" es (А,)*. 

7.1.8. Supongamos que un operador А actúa en un espacio uni- 
torio (euclideo) unidimensional. ¿En qué consiste la transformación 
A* conjugada respecto a А? 

7.4.9. Hallar el operador conjugado para efectuar el giro de un 
plano cuclídeo a un ángulo а. 

7.1.10*, Hallar el operador conjugado de un operador del espacio 
euclídeo tridimensional Az = (=, а], а es un vector fijado. 

7.4.11. En el espacio de polinomios М. está dado el producto es- 


calar 


{f 8) = а + аЬ + ар (7.1.4) 
donde 7 (1) = ap + at + aj, g (1) = de + bit + 54. Hallar Jas 
matrices del operador de derivación A y del operador conjugado А* en 

ALEDO LIA ge H по), а 
-1.12. El producto escalar 

4 €) = f (—1) g (—1) + 7 (0) g (0) + 7 (1) g (1) (1.1.2) 
está introducido en un espacio M,. Hallar la matriz del operador con- 
jugado del operador de derivación en cada una de las bases indicadas 
en el problema 7.1.11. Comparar las matrices obtenidas con Jas ma- 
trices correspondientes del problema 7.1.14 

7.1.43. El producto escalar 


la baso: 


‚ 
= | mee (143) 


está introducido en un espacio M}. En cada una de las bases indica- 
das en el problema 7.1.11 hallar la matriz del operador conjugado 


del operador de der ión. 
7.4.14. En un espacio aritmético de dimensión п, cuyos elemen- 


(оз son vectores columna, está introducido el producto escalar natu- 
ral 


(7.4.4) 
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Aquí 


an Pa 
(en el caso real el signo de conjugación compleja se omite). 

Mostrar que si las matrices n X n se identifican con los operado- 
res de este espacio en el sentido del problema 5.6.7, será operador 
conjugado de la matriz A: 

a) la matriz transpuesta A” en el caso del espacio real Ra; 

b) la matriz conjugada A* en el caso del espacio complejo Cn. 

7.4.15. Demostrar que en el caso del producto de Kronecker 
Ax B la matriz conjugada tiene la forma A* X B*. 

7.1.16. Demostrar que зі A es nna matriz cuadrada, las matrices 
asociadas verifican la relación 


(49) = (Ap). 
7.1.47. Designemos por Ё, хл у Cnxn los espacios de las matrices 


n х n reales y complejas, respectivamente, en las cuales el producto 
escalar está dado por la fórmula 


(4, D= È афу (74.5) 
ж 


(en el caso real el signo de conjugación se omite). 

Mostrar que 

(A, B) = tr (B*A) = tr (АВ). (1.4.6) 

7.1.18. Mostrar que en losespacios Raxa Y Сла Son operadores 
conjugados de los operadores Gas Y Fag del problema 5.6.10 los 
operadores Gaspe Y Рае ве- 

7.1.19. Sean Ay, - - -, An matrices n X n reales fijadas. Exami- 
nemos el operador А siguiente de А, en Rayn: 


же{: Акеге, E ИСЧО Та 


а, 
El producto escalar de Л, está dado de acuerdo con (7.1.4). Mostrar 
que el conjugado de A es el operador 


Bi 
B=y=[: la В. = (874) = (478), i 
Pali 


Extender este resultado al caso complejo. 
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7.1.20. Mostrar que toda funcional lineal f (т) de un espacio uni- 

tario (enclídeo) X puede darse como un producto escalar 
{@ = (=. Р. 
donde / es un vector fijado (para Ја funcional dada) del espacio. 

7.1.21. Mostrar que un operador conjugado de un operador de 
proyección es también un operador de proyección. 

7.1.22. Mostrar que un operador conjugado de un operador de 
reflexión es también un operador de reflexión. 

7.1.23. Mostrar que el rango de un operador conjugado А* es 
igual al rango de un operador А. 

7.1.24. Demostrar que el núcleo de un operador A* coincide con 
el complemento ortogonal de la imagen de пп operador A. 

7.1.25. En un espacio euclídeo tridimensional está fijado un sis- 
tema de coordenadas cartesianas Ozyz. Sea A el operador de proyec- 
ción sobre el plano de coordenadas Оту paralelo a la recta dada por 
las ecuaciones т = y = т. Hallar el operador conjugado А*. 

7.1.26. Hallar el núcleo y la imagen del operador de un espacio 
M, conjugado del operador de derivación si el producto escalar está 
introducido en M, mediante la fórmula: a) (7.1.1); b) (7.1.2); (7.1.3). 

7.1.27. Demostrar el teorema de Fredholm: para que un sistema no 
homogéneo de ecuaciones lineales Az = b sea compatible es necesa- 
rio y suficiente que el vector columna Б sea ortogonal a todas las so- 
luciones del sistema homogéneo conjugado A*y == 0 (compárese 
con 4.5.3). 

7.1.28. Demostrar la alternativa de Fredholm siguiente: o bien el 
sistema de ecuaciones Az = b es compatible para cualquiera que sea 
el segundo miembro b, o bien el sistema homogéneo conjugado 
A*y = 0 admite “soluciones no nulas 

7.1.29. Demostrar que el núcleo del operador A*A coincide con 
el del operador A. 

7.1.30. Demostrar que la imagen del operador A*A coincide con 
la imagen del operador А*. 

7.1.31. Sean los operadores A y B tales que ВА = 0. Demostrar 
que las imágenes de estos operadores son subespacios ortogonales, 

7.1.32*. Demostrar que si AB* =0 y B*A = 0 el rango del 
operador А + В es igual a la suma de rangos de los operadores А y В. 
En este caso el núcleo del operador A + B es la intersección de los 
núcleos de los operadores А y В. 

7.1.33. Demostrar quo si el subespacio Г de un espacio unitario 
(euclídeo) es invariante respecto a un operador А, su complemento or- 
togonal Li es invariante respecto al operador conjugado A*. 

7.1.34*. En el espacio М, de polinomios de grado < nel produc- 
to escalar viene dado por la fórmula 


4 = > abr, (7.1.7) 
= 


donde f(t) = а, + at +<.. + ant"; g(t) = b thtt... 
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- + : + bat". Describir todos los subespacios invariantes del opera- 
dor conjugado respecto al operador de derivación. 

7.1.35. El producto escalar está introducido en М„ por la fór- 
mula 


0 D= D 1080. (7.4.8) 


Hallar el subespacio invariante de dimensión n del operador conju- 
gado respecto al operador de derivación. 

7.1.36. Se plantea la misma tarea para el caso cuando el producto 
escalar está definido en M, por la fórmula 


А 
U, 0={ ea. (7.1.9) 


7.1.37. Demostrar que en un espacio unitario de dimensión т 
todo operador posee: a) un subespacio invariante de dimensión n — 1; 
D) un subespacio invarianto de dimensión k, 0 < k < п (compárese 
соп 6.3.9 y 6.3.36). 

1.1.38. Demostrar el teorema de Schur siguiente: para todo ope- 
rador А que actúa en un espacio unitario existe una base ortonormali- 
zada en la cual la matriz del operador А es triangular (compárese con 
6.3.36). 

7.1.39. Hallar la base de Schur de un operador de derivación en 
wn espacio Àf, si el producto escalar está introducido en este espacio 
por la fórmula: a) (7.4.4); b) (7.4.2); е) (7.1.3). 

7.1.40*. Demostrar que los operadores conmutables A y B que 
actúan en un espacio unitario poseen una base de Schur común, en 
1а cual las matrices de estos operadores son de la misma forma trian- 
gular. 

7.1.44. Hallar la relación entre los valores propios de un opera- 
dor A que actúa en un espacio unitario, y del operador conjugado A*. 

7.1.42. Sea z el vector propio común de los operadores conjugados 
A y 4*. Demostrar que los valores propios A y р de los operadores 
A y A* correspondientes al vector z son números conjugados. 

7.1.43. Sean z el vector propio de un operador A referente al valor 
propio 2, y el vector propio del operador A* con su valor propio p; 
sulemás р 5 7. Demostrar que los vectores z e y son ortogonales. 

7.1.44". Sean K, у К} subespacios principales de los operadores 
A y 4* que corresponden a los valores propios A y р, respectivamen- 
te; además p  Á. Demostrar que los subespacios К, у К} son orlo- 
zonales. 

1.1.45. ¿Cuál es la relación entre las formas de Jordan de los ope- 
radores conjugados A y A*? 

7.1.46. En el espacio de polinomios M, con el producto escalar 
(7.1.1) hallar Јаз bases canónicas de Jordan de un operador de deri- 
v-ción y de su operador conjugado. 
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7.1.47*. Demostrar que la baso de Schur de un operador А está 
definida no univocamente. Precisamente, para toda disposición dn- 
da de antemano do los valores propios Ay, . . ., An de un operador A 
existe una base ortonormalizada del espacio unitario, on Їа cual Ja 
matriz de esto operador es triangular superior (inferior); además so- 
bre la diagonal principal se encuentran los valores propios А; сп el 
orden indicado. 

$ 7.2. Operadores y matrices normales 

Presentación de los problemas del párrafo. En este párrafo discutimos las 
diversas propiedades que tienen los operadores normales y las matrices norma- 
las. Entro estas propiedades la más importante consiste en que semejantes opera- 
dores y matrices tienen una base ortonormalizada compuesta de vectores propios; 
Зе esto se trata en la mavoría de los problemas. Al misma tiempo procuramos 
aclarar el siguiente hecho importante: entro todos las nperadores de estruetnra 
simple los operadores normales se distinguen respecto al producto escalar dado 
en el espacio; a saber, su base de vectores propios no es arbitraria, sian orlogo- 
nal. Pero si en esto mismo espacio lineal зс cambia el producto escalar, los ope- 
radores que antes han sido normales cesan de serlo, como regla, y a la invorsa,, 
un otro prod de operadores de estructura simple pasa a ser clase de ope- 
radores normales. 

7.2.1. Mostrar que todo operador escalar de wn espacio unitario 
(euclideo) es un operador normal. 

7.2.2. Mostrar que si А es un operador normal, lo serán también 
los operadores siguientes: 

a) аА para todo número a; 

b) A* para todo k natural; 

с) J (4) para todo polinomio / ( 

d) 421, si A es regular; 

о) А*. 

7.2.3. Dar ejemplos que muestren que en el caso general la suma 
A + В y el producto AB de operadores normales A y B ya no serán 
operadores normales. 

А. Mostrar que en toda base ortonormalizada de un espacio 
de un operador normal es también normal. Y viceversa, 
toda matriz normal da en una tal base un operador normal, 

7.2.5. Dar ejemplos que muestren que en una base no ortogonal 
Ja matriz de un operador normal: a) puede no ser normal; b) puede ser 
normal, 

7.2.6. Mostrar que todo operador lineal que aciúa en un espacio 
unitario (euclídeo) es wn operador normal. 

7.2.7. Mostrar que un operador de rotación de un espacio euclideo 
es un operador normal. 

7.2.8. Mostrar que un operador de un espacio euclideo tridimen- 
sional Az = Íz, a] es normal. 

7.2.9. Mostrar que en un espacio de polinomios М, con el pro- 
ducto escalar (7.1.7) los operadores siguientes son normales: 


a) 10070-0; 
DIM" (+) 
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7.2.10. Demostrar que toda matriz circulante es una matriz nor- 
mal. 

7.2.41. Sea А = B + iC una matriz normal compleja de orden 
n. Demostrar que la matriz D real de orden 2n 


Dal (7.2.1) 
c в) 
es también normal. 


7.2.42. Demostrar que si las filas y las columnas de una matriz 
normal se consideran como vectores de un espacio aritmético con el 
producto escalar natural (7.4.4), entonces: 

a) la longitud de la £-ésima fila es igual a la longitud de la ¿-ési- 
ma columna: 

b) el producto escalar de la ¿-ésima y la j-ésima filas es igual al 
to escalar de la ¡-ésima y Ja i-ésima columnas (en el orden in- 


prod 
dicado). 
7.2.13. Demostrar que una matriz normal casi triangular es 


obligatoriamente una matriz casi diagonal. 

7.2.14. Demostrar que si A es una matriz normal, la matriz aso- 
ciada А p también lo es. 

7.2.15. Demostrar que la suma de los cuadrados de módulos 
de todos los menores de orden k elegidos entre las filas de una matriz 
normal A de Índices ñ, ..., ї es igual a la suma análoga de las 
columnas de los mismos índices. 

7.2.16. Demostrar que el producto de Kronecker de las matrices 
normales A y B cuyo orden puede ser distinto es también una matriz 
normal. 

7.2.17. Sean A y B matrices normales n X п. Demostrar que los 
operadores Gan y Fap (véase el 5.6.10) son operadores normales del 
espacio Cn,n (Ron). 

7.2.18. Demostrar que si А es un operador normal, todo vector т 
verifica la igualdad 


[Az] = |А*т|. (12.2) 


7.2.19. Demostrar que el núcleo de un operador normal es un com- 
plemento ortogonal de su imagen. 

7.2.20*. Demostrar la afirmación siguiente: para que un operador 
A de ип espacio unitario sea normal es necesario y suficiente que pa- 
та todo número A la imagen y el núcleo del operador А — АЕ sean 
ortogonales. ¿Es justa wna afirmación análoga referente a un espacio 
euclideo? 

7.2.24. Demostrar que un operador de proyección P esnormal si, 
y solamente si, su imagen y su núcleo son ortogonales. En este caso 
P se Mama operador de proyección ortogonal. 

7.2.22. Sean A y B operadores normales y AB =0. ¿Resulta de 
esto que BA = 0? 
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7.2.23. Domostrar que todo vector propio de un operador normal 
4 es también un vector propio del operador conjugado А*. 

7.2.24*. Demostrar la afirmación recíproca de 7.2.23: si todo vec- 
tor propio de un operador А que actúa en un espacio unitario es 
también un vector propio del operador conjugado 4*, entonces el 
operador А es normal. 

7.2.25*. Demostrar que todo subespacio invariante de un opera- 
Фог normal А es invariante respecto a А*. 

7.2.26. Demostrar que un operador inducido por un operador 
normal sobro un espacio invariante arbitrario es también ип opera- 
dor_normal. 

7.2.27. Mostrar que los subespacios propios de wn operador nor- 
mal son ortogonales de dos en dos. 

7.2.28. Demostrar que un operador de reflexión Н en L, parale- 
lamente а L, es normal si, y solamente si, los subespacios L, y L 
son ortogonales. En este caso Л se Пата operador de reflexión rto- 
копа. 

7.2.29. ¿Puede un operador normal tener una base no ortogonal 
compuesta de vectores propios? 

Verificar que las matrices indicadas más abajo son matrices nor- 
males y hallar para cada una de ellas la hase ortonormalizada (en el 
sentido de (7.1.4) de vectores propios: 


72.30.1 i 12з. 02 1 
1: al -2 0 -—2l. 
-12 0 
7.2.32*. |2 o 
E 1 
2—i 
e їч а 1 
11 -1 Aj 
Ata dt 
11 i 


7.2.34. ¿So puede introducir un producto escalar en un espacio de 
polinomios М» (n= 1) de modo que el operador de derivación sea 
un operador normal? 

7.2.35. En un espacio de polinomios Ma (л > 1) se examina el 
operador f (t) —> f (£ + a), donde a es un número fijado. ¿Se puede 
ostablecer un producto escalar en А/, do modo que este operador sea 
normal? 

1.2.36. Sea X un espacio lineal arbitrario. Demostrar que cual- 
quiera que sea el oporador А de estructura simple que actúa en X 
so puede der en X un producto escalar де modo que А sea un opera- 
dor normal. 
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7.2.37*. En una base natural la matriz de un operador А del 
espacio aritmético Ry оз 


y 4 1 
оо і 
оо 1 


Introducir un producto escalar en R, de modo que А sea un operador 
normal. 

7.2.38". Demostrar que А es un operador normal si, y solamente 
si, el operador conjugado A* está representado por un polinomio de 
A 


7.2.39. Sea A un operador normal y supongamos que él conmuta 
con un cierto operador В. Demostrar que: a) A* conmuta con В; 
Ъ) A conmuta con B*, 

7.2.40. Demostrar que los operadores normales conmutables А 
y В poseen una base ortonormalizada común de vectores propios. 

Verificar que las matrices A y В indicadas más abajo son normales 
y conmutables y construir para ellas una base ortonormalizada co- 
тп a partir de sus vectores propios: 


оти o 1-1 
7.2.41. А=\1 0 1]. в- 0—1 0° $ 
110 1-1 0 
2 2—1 
7.2.42. A=| 2 —1 2 
A 2 2 
i45 siti i 
3s зр 
=: 24i iti 
B= 5 =ч. 
145i 
y тж 


7.2.43. Demostrar que en los datos del problema 7.2.40 los ope- 
radores A + В, АВ y BA son también normales como los operadores 
A yB. 

'7.2.44*, Demostrar la inversión parcial siguiente de la afirmación 
1.2.43: si А, B y AB son operadores normales y si por lo menos uno 
de los operadores A o B posee no sólo valores propios simples, sino 
también valores propios distintos en módulo, entonces А y B son 
operadores conmutables 

7.2.45*. Demostrar la afirmación siguiente que refuerza la de 
7.2.44: sean A, В y AB operadores normales y supongamos que por 
10 menos uno de los operadores А о В no posee valores propios distin- 
tos de un mismo módulo, En este caso А y В son conmutables. 

7.2.46. Dar un ejemplo de operadores normales А y B tales que 
los operadores AB y BA sean normales y distintos. 
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7.2.41. Llámase radio espectral р (А) de un operador A al módulo 
máximo de sus valores propios Ay, -.., An 


p (4) = máx EN 
Demostrar la característica extremal siguiente del radio ospectral 
de un operador normal 

р(А) =máx 


жез 


ца. 
бы 


¿Qué se puede decir de los vectores para los cuales se obtiene esto 
máximo? 
7.2.48. Demostrar que la estimación 
js] 
б(4)>--| D euj 
dei radio espectral do una matriz normal A de orden n X п es váli- 
da. 
7.2.49. Demostrar que el radio espectral de un operador normal 
A verifica la fórmula 


PA) me máx 1421 
zeo 121 


Todo vector т que realiza este máximo, ¿será un vector propio del 
operador 4? 

7.2.50*. Sean П un espacio euclideo, C, на espacio unitario oble- 
nido de R por complexificación (véase el 2.5.14). Mostrar que la co- 
rrespondencia entre los operadores А del espacio R y los operadores А 
del espacio C (véase el 5.1.52): 

n) asocia el operador conjugado А" al operador conjugado А*; 

D) asocia el operador normal À al operador normal А. 

Utilizando b) mostrar que si A es un valor propio del operador 
normal Á, Ja multiplicidad geométrica do este último coincide con 
su multiplicidad algebraica. 


$ 7.3. Operadores y matrices unitarios 


Presentación de los problemas del párrafo. La primera parte del párrafo 
está dedicada a los operadores unitarios. Entre sus propiedades destacamos sobre 
todo las dos siguientes: característica espectral (un operador unitario os un op- 
rador normal cuyos todos los valores propios son iguales a la unidad en módulo) 
y conservación del producto escalar. 

En la segunda parle del párrafo sa examinan las matrices unitarios. Des- 
pués de discutir sus propiedades formales introllucimos la noción de semejanza 
тайагїа de las matrices y formulamos las analogías matriciales de una serie de 
afirmaciones ya conocidas sobre los operadores. Par fin damos aplicaciones de 
cálculo importantes, de ciertas matrices de forma especial 


7.3.1. Mostrar que el conjunto de todos los operadores тайа- 
rios de wxx forma un grupo de multiplicación. 
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7.3.2. Mostrar que en el caso goneral la suma do operadores uni- 
tarios ya no será un operador unitario. 

7.3.3. Mostrar que el producto de un operador unitario por un nú- 
mero æ es un operador ш si, y sólo si, |a | = 1. 

7.3.4. Describir todos los operadores unitarios de un espacio uni- 
dimensional. 

7.3.5. Mostrar que un operador de rotación de un plano euclídeo 
ез юп operador ortogonal 

7.3.6. ¿Será ortogonal un operador de un espacio euclideo tridi- 
mensional Az = Íz, al 

7.3.7. Mostrar que los operadores del problema 7.2.9 son ortogo- 
nales, 

7.3.8. Supongamos que en el espacio M, (n> 1) el producto esca- 
Таг viene dado por la fórmula (7.1.9). ¿Serán ortogonales en un tal es- 
pacio los operadores del problema 7.2.9? 

7.3.9. Sea A un operador normal del espacio unitario tridimensio- 
nal. Demostrar que si los valores propios Ay, 21, A, de este operador, 
considerados como puntos de un plano complejo, no están en una lí- 
nea, entonces el nperador A puede ser escrito bajo la forma 


А =0E+pU, 


donde U es un operador unitario, a es un número complejo. p > 0. 

7.3.10. ¿Puedo ser unitario un operador de proyección? 

7.3.11. Mostrar que un operador de reflexión ortogonal es un ope- 
rador unitario. 

7.3.12. Mostrar que los operadores del problema 7.2.9 son opora- 
lores de reflexión ortogonales. Hallar los subespacios propios de ca- 
da uno de ellos. 

7.3.13*. En la base 1, t, 2 del espacio M, la matriz del operador A 


es 
3-2 —2 
2-1 —2l. 
2-2 — 


Mostrar que A es wn operador de reflexión. Introducir en M, un pro- 
ducto escalar de modo que А sea un operador ortogonal. 

7.3.14. Demostrar que el operador normal А que satisface la 
condición A* = E para cierto k + 0 entero es un operador unitario. 

7.3.15. Demostrar que el determinante de un operador nnitario 
módulo ез igual a la unidad 
7.3.16*. Un operador ortogonal Q del espacio de polinomios 
M, con el producto escalar (7.1.1) transforma los polinomios 1 + 
ФФУ еп A — t+ 0 у t, respectivamente. El 
determinante de este operador es igual a —1. Hallar su matriz en la 
base 4, t, 8. 

7.3.17. Demostrar que зі U es un operador unitario entonces cua- 


А 


lesquiera que sean los vectores z e y 
(Uz, Uy) = (2, y), 


es decir, un operador wnitario conserva el producto escalar. Inver- 
samente, si un operador lineal U conserva el producto escalar de dos 
vectores cualesquiera, entonces U es un operador unitario. 

7.3.18. Un operador del espacio aritmético Л, con el producto es- 
сајаг (7.1.4) transforma los vectores z; = (2,2,2,2); z, = (2,0, 2, 
2, 2, 0, 2); ж, = (2, 2, 2, 0) en vectores y, = (4, 0, 0, 
|); из = (3. 1, A, 1): у, = (3, 1, 1, —1). respecti- 
vamente. ¿Será ortogonal este operador? 

7.3.19. Demostrar que para que un operador lineal de un espacio 
X sea wnitario es suficiente que él conserve los productos escalares 
de los vectores de una base del espacio X. En particular, un operador 
será vnitario si él transforma una base ortonormalizada de nuevo en 
опа base ortonormalizada. 

7.3.20*. Demostrar que para que un operador lineal (7 de un es- 
pacio X sea unitario es suficiente que U conserve las longitudes de 
todos los vectores de X. 

7,3.24*. Demostrar que un operador lineal que conserva la orlo- 
gonalidad de dos vectores cualesquiora se distingue de un cierto ope- 
rador unitario solamente por un factor numérico. 

7.3.22. Demostrar que la condición de unitaria de una matriz U 
equivale a la condición de que las columnas (filas) de U consideradas 
como vectores de un espacio aritmético con el producto escalar 
(7.4.4) formen una base ortonormalizada de este espacio. 

7.3.23. Demostrar que toda matriz de permutaciones es nna 
watriz unitas 

7.3.24. Demostrar que cada elemento de una matriz unitaria es 
igual еп módulo a su menor complementario. 

7.3.25. Sea U = P +10 una matriz unitaria compleja de orden n. 
Demostrar que la matriz real de orden 2n 


°- =l 
es ortogonal. 


7.3.26. Demostrar que si U es una matriz unitari: 
ciada Up también lo es. 

7.3.27. Demostrar que la suma de los cuadrados de módulos de 
todos los menores de orden k elegidos de К filas (columnas) arbitra- 
rias de una matriz unitaria es igual a Ja unidad. 

7.3.28. Supongamos que el menor principal director de orden К 
de vna matriz unitarja U es igual a la unidad en módulo. Demostrar 
que en este caso U Шепе forma casi diagonal 


Un ор 
о" valt 
donde Un, es vna célula de orden k. 


su matriz aso- 


U= 
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7.3.29. Demostrar que el producto de Kronecker de las matrices 
unitarias U y V que tienen probablemente órdenes distintos es tam- 
bién una matriz unitaria. 

7.3.30. Scan U y Y matrices unitarias de ordon п X n. Mostrar 
que: 

а) el operador буу (véase el 5.6.10) es unitario; 
b) el operador Ру, como regla, no es unitario. 

7.3.31. Demostrar que para un par de bases ortonormalizadas de 
un espacio unitario la matriz de cambio es una matriz unitaria. 

1.3.32. Las matrices A y В tienen semejanza unitario si existo 
una matriz unitaria U tal que В = 07-140. Mostrar que la relación 
de semejanza unitaria sobre un conjunto de matrices cuadradas de 
orden т dada es reflexiva, simétrica у trans 

7.3.33. Demostrar que toda matriz compleja 

con una matriz triangular. 

7.3.34. Demostrar que una matriz triangular superior tiene se- 
mejanza unitaria con una cierta matriz triangular inferior. 

7.3.35. Mostrar que en una transformación de semejanza unitaria 
una matriz normal se transforma en una matriz normal. 

7.3.36. Mostrar que una matriz normal compleja tiene semejanza 
bnitaria con vna matriz diagonal. 

7.3.31. Hallar la condición cuyo cumplimiento asegura que la 
matriz de la forma 


ta 


1 
i-ésima file cospe... —sen pe 
poa : (1.3.1) 
jésima fila || зеп рее... cosquette 
1 


sea unitaria (los elementos fuera de la diagonal no señalados а} 
son iguales a cero). La matriz unitaria obtenida se llama matriz uni- 
taria elemental y en adelante se nota Туу. 

7.3.38. Sea A una matriz cuadrada de orden n (n> 2). Elegir 
la matriz unitaria elemental 71; tal que en la matriz В = ТА 
el elemento (j, i) sea igual a cero. En este caso se puede considerar 
(véase el problema 7.3.37) que Y, = Y =0. 

7.3.39.¿Cómo para la matriz dada А de orden n elegir la sucesión 
de matrices witarias elementales 70, 70, ..., tal que en el 
producto... T®T®A todos los elementos subdiagonales dela primo- 
са columna sean ignales a cero? 
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7.3.40*. Basándose en 7.3.38 y 7.339 construir el método de 
descomposición de una matriz cuadrada en un producto de matrices 
unitaria y triangular superior. 

7.3.41. Demostrar que toda matriz unitaria se descompone en un 
producto de matrices unitarias elementales y, tal vez, una matriz 
«mitaria diagonal. 

7.3.42. Supongamos quo А = U,R, y A = 17.7, dos descompo- 
sicionos de una matriz no singular А en un producto de una matriz 
anitaria y otra triangular superior. Domostrar que 


U,=UQ, R, = QR 
donde Ọ es wna matriz unitaria diagonal. 

7.3.43. ¿Cómo aplicar el método construido en 7.3.40 para la 
vesolución de un sistema de ecuaciones lineales Az = 0 con una 
matriz de los cooficientes cuadrada regular? 

7.3.44. Hallar Ja condición a imponer а un vector columna w, 
cuyo cumplimiento asegura que la matriz de la forma 


H = E — ww (1.3.2) 


sea unitaria. 

7.3.45. Sea w un vector columna normalizado. Demostrar que 
la matriz (7.3.2) que le corresponde, considerada como un operador 
de um espacio aritmético, establece en este espacio una reflexión or- 
togonal. Una tal matriz И se Mama matriz de reflezión 

7.3.46. Hallar los valores propios y los vectores propios de una 
matriz de reflexión. 

7.3.47. Hallar el determinante de vna matriz de reflexión. 

7.3.48. Mostrar que toda matriz unitaria todos Jos valores de la 
cual son iguales а +1 уа —1 (siendo que —1 es nn valor propio 
simple) puede ser representada bajo la forma (7.3.2). 

7.3.49. Mostrar que la matriz 


cosp send 
seng —cosp 


«= una matriz de reflexión. Hallar el vector ı correspondiente. 
7.3.50. Sea H una matriz de reflexión con un vector conocido w. 
¿Cómo talcular el producto de Р por el vector columna z do modo que 
¿sto cálculo exija solamente (2n + 4) operaciones de multiplicación? 
7.3.54. Elegir el vector w de modo que la matriz de roflexión 
engendrada por él transforme el vector dado z en un vector colineal a 
Ја ИЕ e, unitaria (suponiendo que el vector mismo z no es coli- 
теа] а а). 
7.3.52". Utilizando el resultado del problema 7.3.51 construir 
«el algoritmo de descomposición de una matriz cuadrada en nn produc- 
to de matrices unitaria y triangular superior. 
53. Sea Az = b un sistoma de ecuaciones lineales con wna 
matriz cuadrada А no singular. Describir el método de resolución de 
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este sistema fundado sobre el proceso construido en el problema 
7.3.52. 

7.3.54*. Sea А una matriz cuadrada do orden л (л > 2). ¿Cómo 
elegir la matriz de reflexión И de modo que sean nulos Jos elementos 
que ocupan todos los Ingares de la primera columna de la matriz 
В = НАН* a partir del tercero? 

7.3.55. La matriz cuadrada B se Jlama casi triangular superior 
(inferior) si Бу = para i > j + 1 (¡> i+ 1). Demostrar con ayu- 
«la del resultado del problema 7.3.54 que toda matriz cuadrada tie- 
по semejanza unitaria con una matriz casi triangular superior (їп- 
ferior). Dar una formulación operatoria de esta afirmación. 


$ 7.4. Operadores y matrices hermitianos 


Presentación de las problemas del párrafo. En la primera parto del párrafo 
эе esaminan las propiedades más simples de los operadores y las matrices hermi- 
tianes. La discusión sigue el mismo plan que en Jos párrafos precedentes, Los 
problgmas dela segunda parte conciernen alos valores propios de Ls operadores 
hermitianos, Sus propiedades extremales se examinan con atención particular, 
La aplicación de estas propiedades es la base de uno de Ins métodos más 

de cáleulo de los valores propios de las matrices hermilianas que es el mátoda de 
brececión descrita en los problemas 7.4.63—7 4.48. 


7.4.1. Mostrar que el conjunto de todos los operadores hermitia- 
nos de охх forma un grupo de adición. 

7.4.2. Mostrar quo en el espacio lineal охл de todos los operado- 
res lineales que actúan en un espacio euclideo X el conjunto de todos 
los operadores simétricos es un subespacio lineal. Una afirmación 
análoga es válida para el conjunto de todos Jos operadores antisimé- 
tricos de wy y. 

7.4.3. Mostrar que el producto de nn operador hermitiano no nn- 
Jo por un número œ es un operador hermitiano si. y sólo si, œ es un 
número real 

7.4.4. Mostrar que un operador / es antihermitiano si. y sólo 
si, el operador iK сз hermitiano. 

7.4.5. Mostrar que el producto de los o 
1, v H, es un operador hermitiano si, y sólo 
tables. 

7.4.6. Mostrar que ol operador inverso de мп operador hermitiano 
no singular es hermitiano también. 

7.4.7. Describir todos los operadores hermitianos que actúan 
en un espacio unidimensional. 

7.4.8. Un operador lineal A actúa en un espacio enclídeo bidi- 
mensional, además para un cierto par de vectores no colinoales z e y 


(Az, y) = (т. Ay). 


Demostrar que А es мп operador simétrico. 
7.4.9. Mostrar que пп operador de un espacio euclideo Lridimen= 
sional Az = [2. al es antisimétrico. 


radores hermilianos 
+ H, y H, son conmu- 


7.4.10*. Demostrar que togo operador antisimétrico K del espa- 
cio euclídeo tridimensional puede ser representado bajo la forma 
Kz = lz, al eligiendo convenientemente el vector o. 

7.4.11. Un operador de un espacio aritmético Л, del prodneto es- 
calar (7.1.4) transforma los vectores z, = (0. 4.1, 1), т, = (4. 


0,1, 1), z, = (4, 4,0,4), т, = (4, —1. 4. 0) en vectores 
и=@. 4, 4, —4). y= (f. 3,4, —1). у, = (tl, —2,—1. 
4), ya = (3, —4, 4.1), respectivamente. ¿Será simétrico sto 
operador? 


7.4.12. Mostrar que los operadores del problema 7.2.9 son simé- 
ricos. 

7.4.13. Mostrar que todo operador de reflexión ortogonal cs un 
operador hermitiano. En particular, la matriz de reflexión (7.3 2) 
ез una matriz hermitiano. 

1.4.14. Mostrar que un operador unitario y hermitiano simultá- 
neamente o bien es igual a +Æ. о bien es nn operador de reflexión 
ortogonal. 

7.4.15*, El operador simétrico S de vn espacio de polinomias А7, 
con el producto escalar (7.1.1) transforma los polinomios 2 + 21 — 
— y 2—14 28 en polinomios 5—1— Ê y 3+3 438, 
respectivamente. La traza de este operador es igual a 3. Hallar su 
matriz en la base 1. 1, £ 

7.4.16. Sean H, y H, matrices hermitianas complejas de un mismo 
orden. Demostrar que la traza de la matriz M/M, ез un número 
real. 

7.4.17. Supongamos que una matriz hermitiana J7 está represen- 
tada bajo la forma H = 5 + iK, donde 5 y К son matrices reales. 
Mostrar que S cs wna matriz simétrica y K es una matriz antisimé- 
trica. 

7.4.18. Demostrar que en los datos del problema 7.4.17 la matriz 


real 
SS 
2 -|z sl 
es simétrica. 


1.4.19, Demostrar que si Ҥ es una matriz hermitiana, la matriz 
asociada Hp también lo es. 

7.4.20. Demostrar que el producto de Kronecker delas matrices 
hermitianas H, y H, que admiten, posiblemente, órdenes distintos, 
es también una matriz her: апа. 

1.4.21. Sean H, y H, matrices hermitianas de orden n X n. 
Mostrar que los operadores Gir, y Farm, del problema 5.6.10 
son_operadores hermitianos. 

7.4.22. Demostrar que para un operador hermitiano /7 el produc- 
to escalar (Ит, z) es un número real para cualquier vector z- 

7.4.23..Sca К un operador antisimétrico de un espacio enclideo 
X. Demostrar que (Кт, z) = 0 рага todo vector т de X. 
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7.4.24. ¿Qué se puede decir de un operador hermitiano /7 sí 
(Hz, т) = 0 para todos los vectores z? 

7.4.25. Mostrar que si para los operadores hermitianos H, y 
H, la igualdad (Ит. 2) = (Haz, z) se verifica para cualquier vector 
т. entonces H, = Hy. 

7.4.26. Demostrar la afirmación recíproca de 7.2.18: si, cualquie- 
са que sea el vector z, un operador lineal 4 verifica la igualdad (7.2.2), 
entonces А es un operador normal. 

7.4.27. Los valores propios de un operador normal А que actúa en 
un espacio unitario, se encuentran sobre un plano complejo recto. 
Demostrar que el operador А puede sor representado con la forma 


А = «Е + еН, 


donde Jf es un operador hermitiano, а y æ son números complejos, 
lal=1. 
7.4.28. Mostrar que los valores propios de nn o perador antihermi- 
tiano son números puramente imaginarios. 
7.4.29. Mostrar que un operador de proyección ortogonal es un 
operador hermitiano. 
En los problemas 7.4.30—7.4.37 se supone que los valores propios 


М... .. An de un operador hermitiano (o de una matriz hermitiana) 
1 están numerados de modo que 

м>мз>...>М. (7.4.4) 
Si junto con los valores propios se examina wna hase ortonormaliza- 
da er. - . -» En de vectores propios del operador X, se considera que 


la numeración de vectores en este operador corresponde a la ordena- 
ción (7.4.1). 

7.4.30. Demostrar que la validez de las representaciones siguien- 
tes do valores propios máximo y mínimo del operador hermitiano 
1 


¿y (Hz, 2) Шз, 2) 
A A 


(7.4.2) 


Mostrar que los vectores para los cuales se ohtienen los extremos indi- 
cados son vectores propios del operador Н. 

7.4.31. Mostrar que para los valores propios extremales de una 
matriz hermitiana И son válidas las estimaciones siguientes: 


аха, An hue 
Н 


7.4.32. Supongamos que para una matriz hermitiana H tiene lu- 
gar la igualdad 2, = hs. Demostrar que todos los elementos fnera 
de la diagonal de la ¿-ésima fila y de la i-ésima columna de la matriz 
Ji son ceros. 


205 


7.4.33. Demostrar que para el subespacio linnal Z tendido sobre 
los vectores propios е... ., €n (h <- <- < ia) de пп operador 
hermitiano J} se verifican las relaciones 


меш GEEL, (1.4.3) 


7.4.34*. Domostrar el teorema de Courant-Fischer: para un valor 
propio >, de un operador hermitiano H que actúa en un espacin X 
de dimensión n son válidas las representaciones: 


м máx mín LE, (7.4.4) 
PO] 
La 
a= mín máx HD, (1.45) 
a e ®9® 
Ты 


En la igualdad (7.4.4) el máximo se toma respecto а todos los subes- 
pacios La de dimensión k de un espacio X; de un modo análogo en 
(7.4.5) La -a+ designa un subespacio arbitrario de dimensión n — 
Zk+ t 

7.4.35*. Sea Н „у vna submatriz principal arbitraria de una ma- 
triz hermitiana H de orden л. Aplicando el teorema de Courant-Fi- 
scher demostrar que los valores propios ру, - - -. н„у de la matriz 
H., indicados en el orden decreciente separan los valores propios 
4з а matriz H. Esto significa que 


AS US hS M- RA > „> An 
7.4.36. Sin calcular los valores propios de la matriz H de orden n 


о 0. 0 1 


indicar el número de valores propios no nulos y sus signos. 

7.4.37. Supongamos que el rango de una matriz hermitiana 7 
sobrepasa en dos unidades el rango de la submatriz principal //, ~ 
Demostrar que la matriz Æ posee un valor propio positivo y un valor 
propio negativo más que Н, 1. 

7.4.38. Supongamos que los valores propios de los operadores 
hermitianos My. Й. y H, + H, están indicados en el orden decre- 
ciente 

Шү 20.2 ...2 96. 
H, — h> Ва... Ва. (7.4.6) 
ВН MN +++ Yn 


2% 


Utilizando el tearema de Courant-Fischor demostrar que las desigual- 
dados (k = 1,2. .... n) 

ук оу + Bro та ш + Pro 

W> Aa + Ва. > a + Ba- 
son válidas. 

7.4.39. Mostrar que en una transformación de semejanza unitaria 
una matriz hermitiana pasa a una matriz hermitiana. 

7.4.40. Una matriz de cinta se llama tridiagonal si el ancho de lo 
cinta es igual a 3. Deducir del problema 7.3.55 el corolario siguiente 
toda matriz hermitiana tiene semejanza unitaria con una matriz 
tridiagonal. Dar la formulación operatoria de esta afirmación, 

7.4.41. Una matriz tridiagonal C se Пата irreducible si су + Р 
para li — j | = 1. Demostrar que si una matriz hermitiana tri- 
diagonal posce un valor propio 2, de multiplicidad г, ésta es casi 
diagonal, además la diagonal cuenta por lo menas r submatrices irre- 
ducibles йо un orden más pequeño. 

Para una matriz hermitiana irreducible tridiagonal C de ordem 
n de los problemas 7.4.42—7.4.49 que siguen se examina la sucesión 
de polinomios f (А). А (2) (2), donde / (А) = 1 y fi (A) 
es un polinomio característico de la submatriz principal directora 
С, de la matriz C (de modo que el polinomio f; (A) es de grado i). 
Las relaciones recurrentes que enlazan los polinomios de este sist 
ma han sido obtenidas en el problema 3.2.46 (en nuestro caso hermi 
Чапо, cy = у) y en adelante se utilizan sin referencias algunas..Las 
raíces del polinomio fı (à). es decir. los valores propios de la subma- 
triz Ciso notan AP, . .... М y estánindicados en el orden decreciente 
de modo que МӨ >>... .> A? (véase el 7.4.43, b)); en este caso 
я 

7.4.12. Componer la sucesión de polinomios ў, (А), fı (А). 

+ <a @) de la matriz 


0100 
1010 
0,1 04 (1.47) 
0.0104 
ооох 0 
7.4.43. Demostrar que en el sistema de polinomios fẹ (A). fı (A). 


s Ía 0): 

a) los polinomios vecimos no tienen raíces comunes; 

b) las raíces del polinomio f; (A), 1< л — 1, separan estric- 
tamente las raíces del polinomio ў, +, (A): 


>> ASAS ME 


с) si AO, ¿<n, es la del polinomio f,(A), los números 
Fi Оу y fis ASP) tienen signos opuestos. 
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7.4.44*. El número real р по es raíz de ninguno de los polino 
1, (2). Demostrar que el número de cambios de signos de la sı 
numérica 


Lo (ud, һ (W. + 
es igual al número de valores propios de la matriz С (es decir, de y 
сез del polinomio fn (А)) que son estrictamente más grandes que н. 

7.4.45*. Supongamos ahora que el número p puede ser raíz dle 
polinomios del sistema /, (А), /, (2), - . -, fn (А). Caleulemos como 
antes el número de cambios de signos en la Sucesión (7.4.8) atribuyen- 
do a cada valor nulo de fe (р) el mismo signo que poseo el número 
fi~ (p). Demostrar que en este caso la afirmación 7.4.44 sigue sien- 
do válida. 

7.4.46*. Se sabe que el valor propio A, de una matriz Све encuen- 
tra en el intervalo (a, b). En este caso dicen que Ay está localizado 
en (a, b). ¿Cómo localizar Ax en un intervalo dos veces menor apli- 
cando el resultado de los problemas 7.4.44—7,4.45? 

7.4.47. Supongamos que todos los valores propios de una matriz 
C pertenecen al intervalo (m, M). Partiendo de los resultados del 
problema 7.4.46 indicar cómo hallar los números A, con una exacti- 
tud dada e. 

7.4.48. Mostrar queso puede calcular la sucesión (7.4.8) efectuan- 
do solamente 2 (n — 1) operaciones de multiplicación (suponiendo 
que los números | b; | # de las fórmulas recurrentes que enlazan los 
polinomios fı (A), están calculados de antemano). 

7.4.49. El procedimiento de cálculo de los valores propios de una 
matriz hermitiana tridiagonal obtenido en el problema 7.4.47 se 
Mama método de bisección. Aplicar el método de bisección al calentar 
el valor propio máximo de la matriz (7.4.7) con una exactitud в = 
= 1/16, 

7.4.50*. Basándose en los resultados de problemas 7.4.40. 
7.4.4£ y 7.4.47 describir el método de cálculo aproximado de los va- 
lores propios de una matriz hermitiana arbitraria. 

7.4.51*.Una matriz irreducible tridiagonal A se Пата jacobiana 
si ашый > 0 para todo i. Mostrar que las matrices jacobianas 
соп elomentos diagonales reales verifican los resultados de los pro- 
Diemas 7.4.43—7.4.47. 

1.4.82. Utilizando la correspondencia entre los operadores de un 
espacio euclideo R y del espacio unitario C obtenido a partir de R 
por complexificación demostrar que: 

a) al operador simétrico 5 del espacio Л le corresponde el opera- 
dor hermitiano $ del espacio С; 

b) para todo operador simétrico del espacio Л existe en A nna 
base ortonormalizada tal que la matriz de este operador es diagonal. 

Reformular la afirmación b) para las matrices. 

7.4.53. Sean з... Za, ту = лу + буу, mna base ortonormali- 
zada de vectores propios de una matriz hermitiana H = 5 + iK 
de orden л X л, Эд... =+ Any los valores propios correspondientes. 
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ar fn (W) (7.4.8) 


Demostrar que los vectores columna reales de dimensión 2n up. 
Dio з йау Uno donde 


zj ке | 
w= |", v= А 
2, [5 11 = 
forman una base ortonormalizada de vectores propios de la matriz 
real 
215 -E 
к зр 


los valores propios correspondientes son Ay, Ay, А. Аз, .... Apo a 


$ 7.5. Operadores y matrices no negativos 
y definidos positivos 


Presentación de los problemas del párrato. Las cuestiones esenciales]que se 
tratan en este párrafo son los siguientes: 

Propiedades formales de los operadores no negativos y definidos positivos 
que se deducen inmediatamente de sus definiciones. 

Matrices doínidas positivas y matrices de Gram. Mostramos aquí que ep 
cierto sentida las matrices definidas positivas son un medio universal. para in- 
troducir un producto escalar en un espacio lineal dado. 

La no negatividad (positividad) de los valores propios о autovalores de ua 
operador (matriz) по negativo (definido positivo) 

Diferentes criterios de la definición positiva do les matrices hermitianas, en 
particular, la dominación diagonal (véase el 7.5.24). criterio de Sylvester, ele. 
Damos también problemas йе cálculo para su aplicación 

Relación de orden parcial sobre un conjunto de operadores hermil 

Raiz cuadrada de un operador no negativo, ejemplos numéricas de 
ción de una raíz cuadrada. 

Aplicación del teorema importante de os valores propios realos do un opora- 
dor HS. donde H y S son operadores hermitianos y S es definido positivo. 


7.5.1. ¿Puede un vector definido positivo Æ transformar un vec- 
tor no nulo z en un vector y ortogonal a z? 

7.5.2. Deducir de la definición de un operador definido positivo 
su regularidad. 

7.5.3. Sea Н un operador definido positivo de un espacio euclí- 
deo X. Mostrar que para todo vector no nulo z de X su imagen forma 
con z ángulo agudo. 

7.5.4. Sean H y $ operadores no negativos. Mostrar que para nú- 
meros æ y P no negativos cualesquiera el operador aH + 05 es no 
negativo 

7.5.5. Sean H y S operadores no negativos suponiendo que para 
ciertos números reales y y Б el operador а,№ + 8,5 es definido 
positivo. Mostrar que en este caso todos los operadores «Н + BS 
doude а y В son númoros positivos arbitrarios. son definidos posit: 
vos 

7.5.6. Demostrar que un operador inverso a un operador definido 
positivo es también definido positivo. 
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7.5.7. Mostrar que todo operador de proyección ortogonal es no 
negativo. 

7.5.8. Sea // una matriz compleja definida positiva. Demostrar 
que su transpuesta H7 es también definida positiva. 

7.5.9. Demostrar que toda submatriz principal de una matriz 
no negativa (definida positiva) es ignalmente una matriz no negativa 


(definida positiva). 
7.5.10*%, Sen xy. . . .. za Un sistema arbitrario de vectores de un 


espacio unitario (cuclídeo) Ж. Demostrar que una matriz dle Gram del 
sistema тү, .. .. ту es una matriz no negativa. Esta matriz es defi- 
nida positiva si el sistema ду, - - -, xa es linealmente independiente, 
7.5.13. Sea ey, ..., en Una hase arbitraria de un espacio unita- 
rio (euclideo) X. Demostrar que el producto escalar de «los vectores 

cualesquiera z e y de X puede calcularse mediante la fórmula 
Ey = (ТХУ). (7.5.1) 


donde Г? es la matriz de Gram del sistema е. .... €n3 Nar Ye 
son vectores columna de dimensión n compuestos de las coordenadas 
de los vectores z e y en la base су, . . .. en; el producto escalar del 
segundo miembro de (7.5.1) se Loma de acuerdo con la regla usnal 
(04.4). 

12. Sean су. una base arbitraria de un espacio li- 
neal X; Г. una matriz definida positiva arbitraria. Mostrar que la 
fórmula (7.5.1) define en X un producto escalar. En este caso T7 
es la matriz de Gram del sistema 2. €n en el sentido del pro- 
ducto escalar obtenido. 

De este modo la fórmula (7.5.1) (al igual que el método del pro- 
blema 2.1.2) comprueba todos los procedimientos posibles de intro- 
ducción de тп producto escalar en el espacio lineal dado X. 

7.5.13. Sean (т. y), y (=. y), dos productos escalares distintos de 
un espacio aritmético. Demostrar que: 

а) existe na matriz no singular A tal que 

(2 у= (42, Ys 
b) se deduce de a) que 
(e y) = (432, Ya 
7.5.14. Sea A un vector lineal arbitrario de un espacio unitario 
(euclideo) X en el espacio unitario (euclídeo) Y. Mostrar que el pro- 
ducto A*A es пп operador no negativo del espacio X, mientras que 
el producto ДА“ es un operador no negativo del espacio Y. Para to- 
da matriz rectangular A las matrices A*A y АА* son, respectiva- 
mente, no negativas. 

7.5.15. Sea H una matriz compleja definida posi 

que en la representación de H 
H=S+iK. 


donde $ y К son matrices reales, S es definida positiva. 


a. Demostrar 
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7.5.16. Sean H un operador no negativo y (Их, т) = 0 para un 
cierto vector z. Demostrar qne: 

а) z pertenece al núcleo Ny del operador 41; 

b) el operador Ту inducido sobre la imagen Ty de H es 
definido positivo. 

7.5.17. Mostrar que un operador definido positivo puede ser de- 
terminado como un operador no negativo regular. 

7.5.18. Mostrar que un operador hermitiano / оз no negativo 
(definido positivo) si, y sólo si. para todo número e positivo (no 
negativo) el operador H + eE es no singular. 

7.5.19. Un operador hermitiano H se ama no positivo (definido 
negativo) si para todo vector no mulo z del producto escalar (//z, 2) 
ев no positivo (negativo). La definición de las matrices no positivas y 
definidas negativas es análoga. 

Demostrar que todo operador hermitíano puede ser presentado 
hajo la forma de nna suma de operadores no negativo y no positivo. 

7.5.20*. Una matriz cuadrada compleja A se ilama estable 
si para todo autovalor A de esta matriz se verifica la condición 
RA <0. 

Demostrar que si para un matriz А de orden n X n 


А*Х + ХА =С. 


slondo С es wna matriz definida negativa. la ecuación matricial de 
punov admite wna solución B definida positiva, entonces А cs mna 
matriz estable. Deducir que B es la única solución de la ecuación da- 
da 

7.5.21. ¿Qué se puedo decir de un operador no negativo // si su 
traza es nula? 

7.5.22. Mostrar que el determinante de un operador definido po- 
sitivo es positivo. Deducir que en vna matriz definida positiva todos 
los menores principales son positivos. 

7.5.23. Mostrar que en una matriz definida positiva el elemento 
máximo en módulo se encuentra sobre la diagonal principal. 

7.5.24*, Demostrar que una matriz hermitiana H de orden 
nxn es definida positiva si 


> Y, ul, E (7.5.2) 
Еп 


7.5.25. Sea H = S + iK wna matriz definida positiva compleja. 
Demostrar que la matriz real 


S —K 
pefe 5] 
es definida positiva. 


7.5.26*.Sca H una malriz definida positiva. Demostrar que la 
matriz asociada //„ es también definida positiva 


не ЕП 


7.5.27. Domostrar que entro todos los menores de orden К de 
una matriz /7 definida positiva el más grande en módulo es un menor 
principal. 

7.5.28. Demostrar que el producto de Kronecker de las matrices 
H, y H, definidas positivas que tienen posiblemente órdenes distin- 
tos, es también una matriz definida positiva. 

7.5.29*. Sean A у B matrices cuadradas del mismo orden п. 
Llámase producto de Schur de las matrices A y В a la matriz C de or- 
den n Х n tal que para todas ż, ў 


су = а 


Demostrar que el producto de Schur de las matrices definidas posi- 
tivas H, y Му ев también una matriz definida positiva. 

7.5.30. Sea JT vna matriz definida positiva de orden л. Demostrar 
que la matriz 5 de orden nxn tal que зү, | Лу |2 para todos los 
i, j es también definida positiva. 

7.5.31. Scan Н y 5 operadores hermitianos; la diferencia H —S 
es un operador no negativo (definido positivo). En este caso eseri- 
biremos J >S (H > 8). Mostrar que la relación > verifica las pro- 
piedades: 

з) Н >s, S>T=H>T; 

b) H, > Su H, 5, = «Н, + BH, > aS, + 65. donde a y 
В son números no negativos cualesquiera; 

с) Н> S = А*ИА > А*$А para todo operador Л. 

7.5.32. Soan H y S operadores hermitianos, /7> S. Demostrar 
que los autovalores del operador $ dispuestos en el ordon decrecien- 
te no sobrepasan los autovalores homónimos (ordenados de la misma 
manera) del operador H. 

7.5.33. Un operador definido positivo Н verifica la desigualdad 
Ну E. Demostrar que H< E. 

7.5.34. Las matrices H y S son definidas positivas; además 
Н > S. Demostrar que: 

a) mir Iyl > máx и; 


b) los menores principales de 5 no sobrepasan los menores homó- 
nimos de A; en particular; 

с) det H > det S. 

7.5.35. El clemento diagonal hy, de una matriz definida positiva 
ha sido aumentado. Demostrar que el determinante de la matriz ob- 
tenida / os más grande que el determinante de H. 

7.5.36*. Demostrar el criterio de Sylvester de definición positiva 
que reza: para que una matriz hermitiana Н sea definida positiva es 
necesario y suficiente que todos 105 menores principales directores de 
esla matriz sean positivos. 

7.5.37. El menor principal director de orden k de una matriz no 
negativa H es igual а cero. Demostrar que todos los menores prin- 
cipales directores de orden superior a k son iguales a cero. 
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7.5.38. Demostrar que en una matriz definida negativa // todos 
los menores principales de orden impar son negativos, mientras que 
todos los menores principales de orden par son positivos. 

Para cada una de matrices tridiagonales de orden n aducidas más 
abajo determinar si la matriz en cuestión es definida positiva o no 
negativa. 


21 
ETA 
10 
7.5.40, || n—1 1 
1 o n-2 | 
21 
11 
11 
7.541. ja +1 1 
Lon 
41 
134 
12 
ni 
э 
$4 
121 
sE 
7.5.43. jn 4 
1 mi? > 
41 
1 
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7.5.44. 


эюм 
va 


- ж + 
* 1% 

7.5.45*. Demostrar que para todo operador // по negativo (de- 
finido positivo) existe un operador К no negativo (definido positivo) 
y uno solo tal que К? = Й. El operador K se llama raiz cuadrada 
(aritmética) del operador H y se nota НҮ. 

Hallar las raíces cuadradas de las matrices siguientes: 


7.5.46. 5 —3 7.5.47. (211 
124 
112 


sil 
7.548. | 24 6 | 7.5.49. 


6 33 6. 
—2 6 2% 


ЖО 
tifi 
атар 
EEE 


.50*. Aprovechando la existencia de una raíz cu: 
trar que el determinante de una matriz definida posi 
den n verifica la desigualdad 


det HS Inhar А 


y sólo si, Hes una matriz 


габа demos- 
iva H de or- 


En esto caso la igualdad tiene Jugar 
diagonal. 
7.5.51.* Una matriz definida positiva И está representada bajo 
la forma celular 
Ha Ha 
noja nal 
donde И, y Hy son submatrices cuadradas. Demostrar que 
det H< det Н-д Har; 
la igualdad se obtiene si, y sólo si, H; = 0. 
.52. Sean H y 5 operadores hermitianos, 5 es un operador по 
negativo. Demostrar que si H y S son conmutables, / y SY? también 
lo son. 
7.5.53*. Los operadores H у S son definidos positivos y H> S- 
Demostrar que 1/< 5-1. 
7.5.54. Mostrar que el producto /75 de los operadores no negati- 
хоз conmutables H y 5 es también un operador no negativo. 
7.5.55. Sean H œS y 7 un operador по negativo conmutablo 
соп If у S. Demostrar que HT > 57. 
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7.5.56*. Scan H y S operadores hermilianos y 5 definido posi: 
tivo. Demostrar que los valores propios del operador HS son núme- 
ros reales; además, el mismo operador es de estructura simple. 

7.5.57. Supongamos que en los datos del problema 7.5.56 el 
operador H es no negativo. Mostrar que todos los valores propios de 
HS son по negativos. 

7.5.58. Mostrar que la afirmación recíproca del probloma 7.5.57 
es justa: si /7 y S son operadores hermitianos, 5 es definido positivo 
y lodos los autovalores de HS son no negalivos, entonces /7 es un 
operador no пегайуо. 

7.5.59*.Sean II y 5 matrices hermitinnas de orden n, S, una ma- 
triz definida positiva, Demostrar qu 

a) el primer miembro de la ecuación 

det (AS — H)=0 (1.5.3) 
es un polinomio de А de grado n, cuyo coeficiente mayor es igual al 
determinante de 5; 

b) la ecuación (7.5.3) admite n raíces reales si cada una se cuenta 
tantas veces como os su multiplicidad. 

7.5.60. Sean H y S operadores definidos positivos cuyos autova- 
lores máximos son a, y Py, respectivamente. Demostrar que el auto- 
valor máximo y, del operador HS verifica la desigualdad ү, < ару. 

7.5.61". Demostrar que en los datos del problema 7.5.15 las afir- 
maciones siguientes son justas: 

a) los valores propios de la matriz iS-1K son realese inferiores a 
Ja unidad en módulo; 

D) det S> del Н; además. la igualdad tiene Ingar si, y sólo si, 


©) det S > det K. 

7.5.62*. Sean A un operador de rango r del espacio X de dimen- 
sión n en el espacio Y de dimensión m,e, -... en una base огіопог- 
malizaila de vectores propios de un operador no negalivo A*A; ade- 
más, los vectores c, . - .. e, corresponden a los valores propios no 
mulos aj. .... al (a >0, ¿=14..... г). Demostrar que: 

а) los vectores ец... е forman una base del núcleo M4 del 
operador A; 

M) los vectores еу, . - -. e, forman una base de Ja imagen Tae 
del operador conjugado A*: 

e) Jos vectores Aer. . . -. Ae, son ortogonales y forman una base 
Че 1а imagen Ta de А; 

d) la longitud del vector Ae, es igual а ар, {=1,...,г; 

e) cada uno de los vectores Ае, es un autovector del operador AA* 
у. además, relativo a su autovalor af: 

f) si se supone que 


entonces, 
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$ 7.6. Números singulares y descomposición polar 


Presentación de los problemas del párralo. Hablando de números singulares 
estamos la atención principal a los diversos métodos que en casos concretos 
«cilitan su cálculo o su estimación. Las aplicaciones fundamentales de los nú- 
meros singulares están relacionadas con los problemas métricos y se describirán 
en cl $ 7.8 y en el capítulo que sigue. En el presente párrafo damos solamente al- 
gunas desigualdades que enlazan Jos números singulares con Jos valores propios 

le un operador. So discute detalladamente la descomposición singular de una 
matriz rectangular arbitraria yla descomposición polar de un operadar de ол 

y de una matriz cuadrada. 

En todos los problemas los números singulares œ, - . ., а, se suponen nu- 
merados en el orden decreciente: 


>> a 


7.6.1. Conociendo los múmeros singulares de ип operador А ha- 
Паг los números singulares: a) del operador A*: b) del operador «A, 
2 ез m número complejo arbitrario. 

7.6.2. Demostrar que al multiplicar un operador por operadores 
unitarios sus números singulares no cambian. 

7.6.3. Snpongamos que un operador А actúa en un espacio X. 
Mostrar que А es regular si, y sólo si, todos Jos números singulares 
de este operador son diferentes de cero. 

7.6.4. Mostrar que el módulo del determinante de un operador es 
ignal al producto de sus números singulares. 

7.6.5. Suponiendo que un operador А es no singular hallar Іа re- 
lación entre los números singulares de los operadores А у А-1. 

7.6.6, Demostrar que los números singulares de un operador nor- 
mal coinciden con los módulos de sus valores propios. 

7.6.7. Demostrar que un operador А de уп espacio unitario es 
unitario si, y sólo si, todos los números singulares de este operador 
son iguales a nno. 

7.6.8*. En ol espacio de polinomios M, con el producto escalar 
(7.4.7) hallar los números singulares del operador de derivación. 

7.6.9*. Hallar los números singulares del operador de derivación 
del espacio de polinomios M, si el producto escalar está dado por la 
fórmula (7.1.2). Comparar el resultado con el del problema 7.6.8. 

7.6.10*. Sea A una matriz m X n rectangular de rango r. real o 
compleja. Demostrar que A puede escribirse así: 


А = ОЛУ, (1.6.1) 


donde U y V son matrices ortogonales (unitarias) de orden m y n, 
respectivamente; А, la matriz m X л tal que n > >. -> 
> Arr >0 y los demás elementos son iguales a cero. La represen- 
tacion (7.6.1) se llama descomposición singular de la matriz A. 

7.6.11. Mostrar que la matriz A de la descomposición (7.6.1) 
está univocamente definida por la misma matriz А. Precisamente, 
los números An. . - -. Ary son los autovalores no nulos de la matriz 
(4* A)? (al igual que de la matriz (44*)). 
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7.6.12. ¿Cómo interpretar las matrices U y V de la descomposi- 
ción singular de una matriz A? 

7.6.13. Las matrices rectangulares А y B de lipo m Х n están 
enlazadas por la relación de equivalencia unilaria si existen matrices 
unitarias U y V tales que B = UAV. Demostrar que la relación de 
equivalencia unilaria sobre el conjunto de matrices m X п es refle- 
xiva. simétrica y transitiva. 

7.6.14. Demostrar que las matrices А y B de tipo m X n están 
enlazadas por Ја relación de equivalencia unitaria si, y sólo si, ellas 
poseen los mismos números singulares. 

7.6.15. Mostrar que las matrices А y Р están enlazadas por Ја 
relación de equivalencia unitaria si, y sólo si, las matrices A*A y 
B*B son semejantes. 

7.6.16. Conociendo la descomposición singular A = UAV de 
тта matriz А cuadrada regular hallar la descomposición singular у 
los números singulares de las matrices: a) A% h) 4% с) A“ 

7.6.17. Mostrar que para toda matriz A de tipo m X n existe 
ino matriz unitaria W de orden m Lal que las filas de la matriz WA 
son ortogonales. De un modo análago existe una matriz unitaria Z 
de arden n tal que las columnas de la matriz AZ son ortogonales. 

7.6.18. Las columnas de una matriz son ortogonales. Demostrar 
qme los números singulares de esta matriz son iguales a las longitudes 
de sus fi 

7.6.19. Hallar los números singulares de wna matriz А de tipo 
m x п cuyo rango es la unidad. 

7.6.20. Sea A una matriz celular de Ja forma 


ao a): 


donde Д, y Az no son obligatoriamente cradrados. Demostrar que 
Jos números singulares no nulos de las células A, y Ay dan en conjun- 
to todas los números singulares no nulas de la matriz A. Esta afir- 
mación es igualmente válida para la matriz celular de la forma 


( 4) 
4, 0) 

7.6.21. Obtener de la afirmación 7.6.20 el corolario siguiente: 
si un par de subespacios ortogonales Z y А reduce un operador А, 
Jos números singulares de los operadores A/L y AX dan en conjunto 
todos los números singulares de А. 

7.6.22. Demostrar que la descomposición 
matriz A puede escribirse así: 

A=0A 7, (7.6.2) 

donde Ё es una matriz de tipo m х r con las columnas ortonormali- 
zadas, Y es una matriz de tipo г X л con las filas ortonormaliza- 


Angular (7.6.1) de la 
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das, A, es una matriz diagonal do elementos diagonales positivos. 
La representación (7.6.2) se llama también descomposición singular 
de la matriz А. 

7.6.23. Demostrar que los números singulares ац. ..., æn 
de wn operador А verifican la variante siguiente del teorema de Cou- 
rant-Fischer: 


Aquí. como en el 7.4.34. La y La -44, son espacios arbitrarios de di- 
mensiones k y n — k + 4, respectivamente. de un espacio X de 
dimensión т. En particular. las relaciones 


in 141 


son_válidas. 

7.6.24. Demostrar que el radio espectral de un operador no sobre- 
pasa su número singular máximo. 

7.6.25. Demostrar que para el amtovalor mínimo en módulo A, 
y el número singular mínimo a, de un operador A se verifica la re- 


lación 
ГА > е. 

7.6.26. Scan о. ..., а, números singulares de wna matriz A 
de orden » п. Demostrar que los números singulares de la malriz 
asociada Ap son lodos los productos posibles por p de los números 
си 

7.6.27. Los valores propios Ay. 2... An de la matriz А de 
orden m X » están ordenados de modo que |A,|>12,1> 
+++ > 1А, [. Demostrar que las desigualdades de Weyl sigu 

ГАТ... Га 1а, в. 
ТА ПА l > ГА Голак As AEL, 
que generalizan los 7.6.24 y 7.6.25 son justas. 

7.6.28. Demostrar que en caso de los números singulares máximo 
y mínimo de nna matriz А de orden n X л tienen lugar las estimacio- 
nes siguientes: 


0; >méx (máx (A aye)”, máx (2 1241)", 


чета {min È w mín È Гав). 


7.6.29*. Un operador А satisface la igualdad |A | = ал. Aquí 
A, os el autovalor máximo en módulo de А. Demostrar que los ope- 


nte 
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radores А y A* tienen un autovector común referente al autovalor 
һ A). 

7.6.30*. Demostrar la afirma оса de la del 7.6.0: si 
los números singulares de un operador А coinciden con los módulos 
de los autovalores А es un operador normal. 

7.6.31*. Scan A una matriz rectangular de tipo т х n, Я, una 
submatriz arbitraria de la matriz 4. Demostrar que los números sin- 
gulares de la matriz Á no sobrepasan los números singulares homó- 
nimos de А. 

7.6.32. Sea A una submatriz arbitraria de una matriz normal А 
Demostrar que el radio espectral de Á no sobrepasa el radio espec- 
tral de А. 

7.6.33. Demostrar que los números singulares as. fx, ya de los 
operadores A. B y A + Л verifican las desigualdades 


PLHP та +, 
т-а, таа 8, 1<k<n. 


7.0.3". Los operadores A у Л actúan en un espacio X de di- 
mensión т. Demostrar que 105 números singulares ац, By. б, de los 
operadores A, B y AB verifican las relaciones 


Lapa <br 
барь, > IKEN. 


7.6.35. Sean A y B operadores definidos positivos. Demostrar 
que los valores propios del operador AZ son iguales a los cuadrados 
de los números singulares del operador A'AB', 
7.6.36. Se conocen los números singulares оц... .. ам y Bo 0 - 
ВЕ m de Јаз matrices А у B de orden л у т. respectivamente. 
Hallar Tos números singulares del producto de Kronecker А х б. 
Hallar los números singulares de las matrices siguientes: 


7.6.37. f о о 7.6.38. р 2 | 


o1 oj. оо -3 
00 —2 10 0 


7.6.39. | 4—2 2р 76.40.0 4—2 4) 
4 4 aif. 41 2l 
—2 4 2 = 2 -al 


1б.л\. 
—3i 4 of © о т 4 
о о з М2 1/5 о of 

-73 удо о 


ма 


4 —3i o| 7.6.42. | 0 о 2—1 


7.6.43. | о үз 


1.6.45. [|1 E y 7.6.46. | 2 —1 i —2 
1 =1 -i 2 4.4 2 
1 = 1 tl —4 22-14 
1 =i i i —4 —22 1 


7.6.47. ¿Cómo se transforma la descomposición polar dle тпа ma- 
triz de orden n con n = 1? 

7.6.48. Mostrar que en la descomposición polar A = HU de 
un operador А el operador по negativo H está definido de un modo 
único 

7.6.49*, Sen A = HU una descomposición polar arbitraria de 
un operador A. Mostrar que el operador U transforma la hase orto- 
normalizada de vectores propios del operador A*A en una hase anã- 
loga del operador AA”. 

7.6.50. Mostrar que cualquiera que sea la descomposición polar 
A = ПО deun operador А el operador unitario U transforma 
el subespacio Тл. en 74 y el subespacio N4 en Nao. 

7.6.51*. Sea A = 100 la descomposición polar arbitraria de un 
operador A. Demostrar que la acción del operador unitario U sobre 
el subespacio Тл. se determina univocamente por el operador А. 
.6.52, Demostrar que un operador regular admite una sola dos- 
composición polar. 

3. Demostrar que todo operador А que actúa en un espacio 
jo (euclideo) puede ser escrito bajo la forma 


donde U, es un operador unitario (ortogonal) y Н, es un operador по 
negativo. Mostrar que en esta representación el operador Н, está de- 
finigo de un modo único. 

7.6.54*. Demostrar que vn operador А es normal si, y sólo si, en 
su descomposición polar А = HU los operadores H y U son conmuta- 
bles. 

7.6.55. Sean А un operador normal no singular de un espacio uni- 
tario у Ay, > » -, An» Sus valores propios notados en la forma trigono- 
métrica 


M = pa (соз q, + ¿sen pi), - 
= Py (соз ф, + ¿sen qa). 
Demostrar que los outovalores de los operadores 7 y U de la descom- 


posición polar de А son pr Pa Y cos q + ¿sena 
+s COS Фа + ¿Sen Pas respectivamente. 
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7.6.56. Un operador 5 es definido negativo. Llallar su descow po- 
sición polar. 

7.6.57. Hallar la descomposición polar de un operador de deri- 
vación en el espacio de polinomios M, con el producto escalar (7.1.7). 

7.6.58. Conociendo la descomposición polar А = HU de una 
matriz A hallar la descomposición polar de su matriz asociada A p- 

7.6.59. Vienen dadas matrices cuadradas А y B y puede ser que 
ellas sean de órdenes distintos. Sean A = HU y B = КУ sus descom- 
posiciones polares. Hallar la descomposición polar del producto de 
Kronecker A X B. 

Hallar las descomposiciones polares de las matrices siguientes: 


7.6.60. | —1 —7 7.6.61. 0 3 —1 
| ИЕ 
—1 0 0 
7.6.62*. | 2 —1 4 —2 
2 14 2 
—4 22 =i 


—4 -2 2 1 


7.6.63*. Aplicando la descomposición polar demostrar la afir- 
mación recíproca del 7.5.56: si A es una matriz n X п de estructura 
simple cuyos valores propios Ay. . . ., А, son números reales. enton- 
ces A puede ser representada bajo la forma А = HS. donde Л у S 
son matrices hermitianas y 5 es definida positiva. Los factores // y 
S de una matriz roal A también se pueden elegir reales. 

7.6.64*. Demostrar que la suma de los números singulares 
оң, > > +, а, de una matriz А de orden n X п verifica las representa- 
cione: 


a, +.. -Han = máx ] tr (AW) | = máx Re tr (AW), 
w w 


donde W recorre todo el conjunto de matrices unitarias de orden n. 


$ 7.7. Descomposición hermitiana 


Presentación de los problemas del párealo. El objetivo de este párrafo es 
mosirar que a pesar de su simplicidad la descomposición hermitiana es un instrn- 
mento muy útil. Precisamente con ayuda de la descomposición harmitiana en 
numerosos casos se puede reducir la resolución de un problema planteado para 
operadores arbitrarios a la resolución de problomas análogos relacionados con los 
operadores hermitianos, lo que generalmente es mucho más simple. 

AL final del párrafo damos una transformación análoga а la descomposición 
hermitiana para los operadores de un espacio euclídeo (véase el problema 7.7.23). 


7.7.1. ¿Cómo se transforma la descomposición hermitiana de una 
matriz de orden n para n = 1? 

7.7.2. ¿Qué se puede decir de un operador lineal А si (Az. z) = 
para todo operador т? 
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¿Qué se puede decir de los operadores lincales A y 8 si 
рага todos los operadores т: 

a) (Az, 2) = (Вт, x) y 

b) (Az, л) = (2, Bz)? 

7.7.4. Demostrar la afirmación recíproca de 7.4.22: si para u 
operador lineal А el producto escalar (Az, z) es un número real, cual- 
quiera que sea el vector х, entonces А es un operador hermitiano. 

7.7.5. Mostrar que en la definición de un operador definido posi- 
tivo de un espacio unitario. la restricción impuesta a este operador 
de ser hermitiano es superflua. 

7.7.6. Sean H y S operadores hermitianos. Mostrar que para ta- 
do vector т el producto escalar (//z, 52) es un número real si, y sólo 
si, Л у 5 son conmutables. 

7.7.7. ¿Qué se puede decir de una matriz A de orden n хл 
si ésta es ortogonal a toda matriz hermitiana en el sentido del pro- 
áncto escalar (7.4.5)? 

7.7.8. Supongamos que una matriz A de orden z X # cs lal que 
para toda matriz hermitiana H la traza del producto AH es un nú- 
mero real. Demostrar que en este caso la matriz А es hormitiana. 

7.7.9. Sen A = H, + iH, la descomposición hermitiana do un 
operador А. Hallar Їа descomposición hermitiana del operador 
conjugado A*- 

7.7.10. Demostrar que un operador А es un operador normal si, y 
sólo si. los operadores H, y H, de su descomposición hermitiana 
A = H, + iH, son conmolables. 

7.7.41. Mostrar que para un operador normal А los antovalores 
de los operadores /7, y H, de su descomposición hermitiana coinci- 
den con las partes reales ё imaginarias, respectivamente, de los va- 
lores propios del operador А. 

7.7.12. Mostrar que toda base ortonormalizada de los autovecto- 
res de un operador normal А es al mismo tiempo una base de autovec- 
tores de los operadores H, y H, de su descomposición hermiliana. 

7.7.13. Sean A y B operadores normales conmutables. А 
= Hi + Ш, В = Š, + iS, sus descomposiciones hermitianas. 
Demostrar que todos los operadores H,. Н. S4, S, son conmutables. 

7.7.14. Sea A un operador de un espacio de dimensión n con la 
descomposición hermitiana А = H , + iH,. Demostrar que el con- 
junto de valores de la relación 


(z, 2) 
Eg’ 


donde z es un vector no nulo arbitrario, está comprendido en el rec- 
tángulo de un plano complejo de vértices (а, By), (21, Bn), (ж. Bn), 
(а, By). Aquí 2,, с, y Bis Bn son los valores propios máximo y mí- 
nimo de las matrices Н, y F, respectivamente. 

7.7.15. Deducir del 7.7.14 el teorema de Bendizson siguiente: las 
partes reales (imaginarias) de los valores propios de un operador A 
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están comprendidas entre los valores propios máximo y mínimo del 
operador H, (17,) de su descomposición hermitiana. 

7.7.16. En la descomposición hermitiana de wn operador A el 
operador H, es definido positivo. Demostrar que el operador A оз 
regular. 

%7.7-17*. En la descomposición hermitiana de una matriz A la 
matriz H, es definida negativa. Demostrar que: 

a) la matriz A es estable (véase el 7.5.20); 

b) el producto de la matriz А por una matriz definida positiva 
cualquiera Н ез también una matriz estable, 

7.7.18*. En una matriz tridiagonal compleja A los elementos dia- 
gonales a;ı son números reales; los elementos fuera de la diagonal 
verifican las desigualdades ауа < 0,4 = 1.2,..., п —1. 
Demostrar que los autovalores de la matriz А están comprendidos 
en la handa del plano complejo 


mín ay <Ro2<máx ан. 
н ' 


7.7.19*. Una motriz real cuadrada se llama matriz de torneo 
si todos los elementos diagonales a, son iguales a cero y los elemen- 
tos fuera de la diagonal satisfacen Ја condición ay; + аң = { cua- 
Jesquiera que sean ¿. j, ¿ + j. Demostrar que los autovalores de la 
matriz de torneo А que se examina sobre un campo de números com- 
plejos, pertenecen a la banda del plano complejo 


—¿<Re:< E (M1), 


donde т es el orden de А. 
7.7.20*. Demostrar que en los datos del problema 7.7.16 


14е A 1 > det Hy. 


¿Cuándo en esta relación se obtiene la igualdad? 

7.7.21*. Aplicando el teorema de Schur demostrar que en los datos 
del problema 7.7.16 tiene lugar la relación siguiente entre los valores 
propios Ay, « . An Y аз, «>=» Gn de los operadores А y Ну, respec- 
tivamente: 


Re А, Redz.-. Ro Ap >0/07--- ал. 


La igualdad so obtiene aquí si, y sólo si, Вел = o. i = 1. -ın 
para la ordenación conveniente de los valores propios. 

7.7.22. Mostrar que el número singular máximo a; de un operador 
A verifica la igualdad 


a< р (Н) + p (Н). 


Aquí p(H,)y o UT) son los radios espectrales de los operadores //, 
У?Н, de la descomposición hermitiana. 
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7.7.23. Moslrar que todo operador lineal A de un espacio euclí- 
dco puede ser representado bajo la forma, y bajo una sola, 


A=S+K, 


donde $ es un operador simétrico у К es un operador antisimétrico. 
7.7.24. Demostrar que el espacio Rax (véase е] 7.1.17) es una 
suma ortogonal de un subespacio de matrices simétricas y un subes- 
pacio de matrices antisimétricas. 
7.7.25. ¿Qué se puede decir de un operador Jincal А de un espa- 
cio euclideo si (Az, z) = 0 para todo vector 2? Comparar este resul- 
tado con el del 7.7.2. 


$ 7.8. Sendosoluciones y operador seudoinverso 


se discuten las propiedades de las seudosoJuciones y de la seudosolución normal 
de la ecuación Az = b, donde, en el caso general, А es un operador de шуу. b 
es un vector fijo del espacio Y. También están indicados ciertos métodos d? 24 
culo de las seudasoluciones basadas en la búsqueda preliminar de las bases nr- 
tonormalizadas compuestas de autovectores de los operadores A*A o AA 
Recordemos, a propósito, que las bases ey, - . ел Y a, >= <a Jm Se Патап ba 
ses singulares del operador A (y del operador 4%) si los vectores e 

Vis par [o corresponden a Jos autovalores mo nulos аў, -sı af 
gados por las relaciones: 


Presentación de ls problemas del párrafo. Еа la primera parte del perato 
d 


1 
nathan =, 
асе" 


Las bası ingulares desempeñan el papel principal en la demostración de 
diversas propiedades de un operador sendoinverso al que está dedicada la sogun- 
da parte del párrafo. Tratamos esta cuestión de un modo más profun lo en com- 
paración con lo que requieren los objetivos didácticos inmediatos teniendo en 
cuenta que los cursos de álgebra lincal prácticamente no prestan atención al 
operador seudoinverso, mientras que las publicaciones especiales dan interpreta- 
clones a primera vista muy diferentes (aunque éstas, por cierto, son equivalentes) 
de esta noción. Ofrecemos una serie de definiciones de este género y proponemos 
demostrar su equivalencia. También mostramos que la serio de clases do opera- 
dores que actúan en un espacio unitario (operadores normales, hermitianos y no 
negativos) está cerrada respecto a la operación de seudoinversión. 


7.8.1. Sea by la proyección de un vector b sobre la imagen ГА 
de un operador А. Demostrar que toda sendosolución de la ecuación 
Az =b es una imagen recíproca del vector br. 

7.8.2. Mostrar que el conjunto de todas las seudosoluciones do la 
ecuación Az =b es un plano cuyo espacio director es ol núcleo 
Na de un operador A. Este plano es un subespacio si. y sólo si, b 
pertenece al núcleo M - del operador conjugado А". 

1.8.3. Mostrar que una seudosolución normal de la ecuación 
Az = b puede ser definida como una seudosolución de esta ecuación, 
ortogonal al núcleo de un operador А o, lo que cs lo mismo, como тпа 
seudosolución que pertenece a la imagen del operador conjugado 
4*. 
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7.8.4. Sean A un operador de derivación en el espacio de polino- 
mios M con el producto escalar (7.1.7), g (£). el polinomio dado de 
Mn. Hallar todas las seudosolnciones y la seudosolución normal de 
la ecuación Af =. 

7.8.5. ¿Cómo están ligadas entre sí las seudosoluciones y las 
seudosoluciones normales de la ecuación Az = b y de las ecuaciones: 
a) a Az = b; b) Ат = ab; с) a Az = ab, donde œ es un número di- 
ferente de cero? 

7.8.6. ¿Cómo están ligadas entre sí las seudosoluciones normales 
de la ecuación Az = b y de las ecuaciones: а) ЈАс = Ub; b) A Vz = 
= h? Aquí U y V son operadores unitarios. 

7.8.7. Supongamos que А es un operador normal y se conoce la 
base ortonormalizada ез... ., ê, Compuesta de vectores propios de 
este aperador. ¿Cómo hallar las seudosoluciones y la sendosolución 
normal de la ecuación Ах = b? 

7.8.8*. Sea А wm operador de rango т de un espacio X de dimensión 
n en el espacio Y de dimensión m. Es conocida la base ortonormaliza- 
da е, ..., €n de vectores propios del operador A*A у los valores 
propios correspondientes az, .... al (a 2-0. = 1, .... г). De- 
mostrar que: 

a) las seudosoluciones de la ecuación Az = b están descritas рог 
la fórmula 


== Pe +... + В.е, + уена H -oo H Y nn 


donde 
А 
ттт ор ' >t 
Y Yra +- s Ya воп números arbitrarios; 
Б) Ya seudosolución normal es el vector 
Zo = he +. + бее 


7.8.9. Para el operador A del problema precedente es conocida 
Ja base ortonormalizada fy., .. -. fm de vectores propios АА* (en 
este caso ay >0, і = 1, . г). Demostrar que Ја seudosolución 
normal de la ecuación Az = b puede hallarse mediante la fórmula 


A 


donde 


Hallar las seudosoluciones normales de los sistemas de ecuaciones 
lineales siguientes considerando que en los espacios arilmélicos co- 
rrespondientes los productos escalares están introducidos de acuerdo 
con el (7.4. 

7.8.10. 279x, + 3622, — 408z, = 0, 


515r, — 1872, + 7342, =0. 
35-0911 225 


7.8.11*. 277, — 552, = 1, 
—13д + 272, =14. 
—1úz, + 2827 = 1. 

7.8.42. эу + za H zs + 
Z, + ta + zs ha 
2+2 2з +n = 

7.8.43. ж + T; = 2, 

1—2 =0, 
2 +2 =2 
7.8.14. — — 27; =1, 
2z, + 4z, = 0. 
z +2 = 0. 
За + ôr, = 0. 
7.8.15. 2 — za = 1. 
—=+m+zm=0, 
z +27 =i. 
7.8.16. 2, — од 
=z, + (1 + e)z, + 23 = 0. (e 0). 
xt 2 =1. 
1.817. 2r, — 22 =i. 
= фа +z =O, 
жа + (2 + e)z, = 1. (е #0). 

7.8.18*. ү = 3n =2. 

t, + 225 + 2z = 3, 

2z, + 2z =0, 

+a =— 
21+  2m=3 

7.8.19. Hallar el operador seudoinverso del operador nulo de X 


en Y 

7.8.20. Demostrar que para un operador regular el operador seu- 
doinverso coincide con el operador inverso, 

7.8.21. Hallar el operador soudoinverso del operador de deriva- 
ción en el espacio de polinomios M, con el producto escalar (7.1.7). 
Comparar «1 operador obtenido con el operador conjugado (véase 
el 7.1.34). 

7.8.22. Demostrar que para todo operador A y el número œ no 


nulo 


(«де 


7.8.23. Demostrar que рага los operadores unitarios cualesquiera 
Uy 


2% 


а) (UA): = A*U*; 

b) (AV)? = УА" 

7.8.24. Mostrar que la imagen y el núcleo del operador seudoin- 
verso A * coinciden con la imagen y el núcleo del operador conjugado 
A*, respectivamente. 

7.8.25. Examinemos un operador A como un operador de ТА. 
en T, y el operador seudoinverso A* como un operador de 7, en 
T4.. Mostrar que sobre este par de subespacios Jos operadores A y 
А? son recíprocamente inversos. Esto significa que cualesquiera que 
sean el vector z de Тл. y el vector y de ТА 


Ас г. AAY = у. 


7.8.26. Mostrar que las propiedades del operador seudoinverso in- 
dicadas en los 7.8.24 y 7.8.25 con la hipótesis complementaria sobre 
la linealidad equivalen a la definición del operador seudoinverso. 

7.8.27. Sean е. ..., €n Y fis .... fm las bases singulares del 
operador А. Hallar en este par de bases la matriz del operador seudo- 
inverso А". 

7.8.28. Mostrar que las bases singulares del operador А son tam- 
bién las bases singulares del operador seudoinverso A*. En este caso 
los números singulares no nulos de A y de А“ son recíprocamente in- 
versos. 

7.8.29. Mostrar que (А*)* = A. 

7.8.30. Mostrar que (4%)* = (A*)*. 

7.8.3}. Mostrar que el operador seudoinverso do un operador her- 
mitiano es también hermitiano. 

7.8.32. Demostrar que el operador seudoinverso A* de nn opera- 
dor normal A es también normal. Hallar la relación entro los auto- 
valores de los operadores А y А“. 

7.8.33. Demostrar que cualquiera que sea k natural, un operador 
normal A verifica las relaciones (4%)* = (А *)*. 

7.8.34. Demostrar que el operador seudoinverso de un operador 
no negalivo es también no negativo. 

7.8.35. Sean А = HU y А = UH, las descomposiciones pola- 
res de un operador A. Hallar las descomposiciones polares del оре- 
tador А*. 

7.8.36. Demostrar que para que un operador А coincida con su 
operador seudoinverso es necesario y suficiente que: 

a) la imagen T4 y el núcleo N sean ortogonales: 

b) el operador inducido А/ТА verifique la igualdad 

(AIT YA = AIT,- 


En particular, estas condiciones se cumplen para un operador de 
proyección ortogonal. 

7.8.37*. Sean los operadores A у B tales que A*B = 0у ВА* = 

0. Demostrar que (A + B)* = А* + В. 

7.8.38*. Los operadores A y В verifican la relación ТА = T pe. 
Demostrar que (BA)* = A*B*. 


180 227 


7.8.39. Demostrar la igualdad 


ДАА =A 
7.8.40. Demostrar que el sentido geométrico de la ecuación 
АХА=А (1-84) 


respecto al operador lineal X consiste en que sobre el par de subespa- 
cios ХТ y Тл los operadores А y X deben sor recíprocamente in- 
versos en el sentido definido por el 7.8.25 

7.8.41. Demostrar que el operador seudoinverso A* puede ser 
definido como mn oporador linoal que verifica la ecuación (7.8 1) 
y posee la misma imagen y el mismo núcleo que el operador conjuga- 
do At. 

7.8.42*. Demostrar que cada una de definiciones indicadas más 
abajo es equivalente а la definición del operador sendoinverso: 

a) un operador X que verifica la ecuación (7.8.1) y tal que 


X = A*B = СА* 


para ciertos operadores lineales B y C; 
Ъ) un operador X que verifica la ecuación (7.8.1) y tal que 


X = A*DA* 


para cierto operador Jineal D; 
с) un operador X que verifica la ecuación A*AX = А* y tal que 


X = АЗАР 
para cierto operador lineal Р. 


7.8.43. Demostrar que el rango del operador (4*) es igual al ran- 
go del operador А". 

7.8.44. Un operador А del espacio X actúa eu el espacio Y. De- 
mostrar quo el operador А* А es hermitiano y que su acción consiste 
en realizar la proyección ortogonal del espacio X sobre el subespa- 


f r el sentido geométrico de las exigencias plantea- 
das ante un operador X por el sistema de ecuaciones 

АХА = А, 

(ХАу* = ХА. таа 
18.46. Demostrar la igualdad А*АА* = А*. 
7.8.47. El operador X verifica el sistema (7.8.2). ¿Cuál es la mue 


va exigencia que la ecuación 
ХАХ = Х 


plantea ante este operador? 

7.8.48. Demostrar que para el operador A del problema 7.8.44 
el operador АА* es hermitiano y su acción consiste en realizar la 
proyección ortogonal del espacio Y sobre el subespacio Ta. 
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7.8.49. Demostrar que las condciones 
AXA=A, XAX=X, 
(ХА)? = XA, (АХ) = АХ 
definen univocamente el operador seudoinverso. Estas condiciones 
se llaman ecuaciones de Penrose, por el nombre del matemático inglés 
que ha sido uno de los primeros en introducir el operador sendoinver- 
so (más exactamente, Ja matriz seudoinversa). 


$ 7.9, Formas cuadráticas 


Presentación de los problemas del párrafo. Las cuestiones esenciales que зе 
examinan en este párrafo son: 

Reducción de la forma cuadrática a la forma canónica mediante la trans- 
Tormación ortogonal de incógnitas. 

Ley de inercia, relación de congruencia de las matrices, determineción de 
los índices de inercia con ayuda do los menores principales. 

Reducción simultánea de un par de formas cuadráticas. 

Método de Lagrange de reducción a la forma tanónica que se estudia sola 
mente en su aplicación а las formas definidas positivas. La descomposición po- 
sible que so deduce de una matriz definida positiva en ча producto de dos matri- 
ces triangulares recíprocamente transpuestas se halla en la base de uno de los 
métodos más eficaces de resolución de sistemas de ecuaciones lineales con las 
matrices do esta clase. Prestamos gran atención а este método у а sus sspectos 

е cálculo, 
¡eh ivirtomos que todas las matrices que se examinan en este párafo se suponen 
теле 


Рага cada una de las formas cuadráticas indicadas más abajo ha- 
Mar la transformación ortogonal do incógnitas que reduce esta forma a 
Ja forma canónica y notar la forma canónica obtenida: 


7.9.6*. Supongamos que úna forma cuadrática F (д, .-.. Za) 
puede ser reducida mediante una transformación singular de incóg- 
nitas a la forma 


Peyi t... HR Ya —--— ha 


Demostrar que el índice de inercia positivo de la forma F no sobrepa- 
sa k y el índice de inercia negativo no sobrepasa l. 

7.9.7. Demostrar que para descomponer una forma cuadrática 
en un producto de dos formas lineales es necesario y suficiente que 
el rango de la forma no sobrepase dos y que para un rango igual a dos 
Ja signatura sea nula. 

7.9.8. Mostrar que el rango y la signatura de una forma cuadráti- 
ca son de una misma paridad. 
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7.9.9. Las matrices reales A y B de orden n X л se Патап con- 
gruentes si existe una matriz no singular P tal que B = PT AP 
Mostrar que la relación de congruencia sobre un conjunto de matri- 
ces cuadradas de orden dado es reflexiva, simétrica y transitiva 

7.9.10. Demostrar que una matriz А es congruente a una matriz 
dingonal si, y sólo si, ella es simétrica. 

7.9.11. Demostrar que las matrices simétricas A y В son congruen- 
tes si, y sólo si, ellos tienen el mismo número de autovalores posi- 
tivos y el mismo número de autovalores negativos. 

7.9.12*. Aplicando las propiedades de los autoyalores de las ma- 
trices simétricas y de sus submatrices principales (véase el 7.4.35) 
demostrar la afirmación siguiente: sea A matriz de una forma cuadrá- 
tica F con n incógnitas y supongamos que todos los menores princi- 
pales directores de la matriz A son diferentes de cero. El índice de 
inercia positivo (negativo) de la forma Р es en este caso igual al nú- 
mero de coincidencias (cambios) de signos en la sucesión mumé 


1y Dis Das «oz Dos 


donde Р, ез el menor principal director de orden i. Esta regla de do- 
finición de los índices de inercia pertenece a Jacobi. 

7.9.13*. Supongamos que en las notaciones del problema 7.9.12 
el menor D, es nulo, k < n, y los menores Da1 y Dx +1 Son diferentes 
de cero. Demostrar que ъъ, < 0. 

7.9.14*. Supongamos que en la sucesión 1, 01, ..., Da el 
determinante Da 3 0, pero para k < л el menor D, puede ser ignal 
а cero. En cada uno de estos casos supongamos que Юу, Y Das 
son diferentes do cero. Atribuyamos de nn modo arbitrario signos a 
los valores nulos de Da. Mostrar que en estas condiciones la regla de 
Jacobi de cálculo de los índices de inercia conserva зп validez. Este 
complemento a la regla de Jakobi pertenece а Gundelfinger, 

7.9.45. Deducir las afirmaciones 7.4.44 у 7.4.45 de 7.9.12 y 
7.9.14. 

Calcular los índices de inercia de las formas cuadráticas indicadas 
más abajo: 

7.9.16. щл, + лугу + yte 

7.9.17. хут, + 2211, + шул, + тулу + 21320 F тэу. 

7.9.18. 22 + 213 + 323 + åri + 2211, + 22724 + 2л, + 

+ Алл, + дтул + бту 

. 79.19. Supongamos que en una forma cuadrática Р(т,... 
++ «y т) el coeficiente ay > 0. ¿Cuál es el resultado de la siguiente 
transformación de incógnitas 


(анд +...+@их,), 


=2, ..., п 


7.9.20". Demostrar que una forma cuadrática definida positiva 
puede ser reducida a la forma normal por una transformación trian- 
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gular de incógnitas, es decir, por una transformación do la forma 


AN 
n= Snnt- 


(7.9.4) 


Y, 


donde зу, Saz, .. -, San Son diferentes de cero. 
Reducir а la forma normal por una transformación triangular de 
incógnitas las formas cuadráticas siguientes: 
1.9.21, 3427743734 2x,2, + 21,2, + 47,27. 
7.9.22. 114-223 +22) + 22,57 + 21,89. 
7.9.23. zt 4x4 1123 4267) —Dx,2,— 42,2, + 42,5, + 162320. 
7.9.24. Demostrar que para toda matriz definida positiva А 


existe la llamada descomposición triangular, es decir, una representa- 
ción de la forma 


А = 575, (7.9.2) 
donde S es una matriz triangular superior, 
7.9.25. Mostrar que Jos elementos diagonales de la matriz S de 
la descomposición triangular (7.9.2) y los menores principales direc- 
tores Di de la matriz А s por las relaciones 


i. 


Esto mismo se refiere a los elementos diagonales de las fórmulas 
(1.9.1). 

7.9.26. Demostrar que la descomposición triangular (7.9.2) do 
una matriz definida positiva A es la única si se introduce la restric- 
ción complementaria de que los olementos diagonales s; sean posi- 
tivas, 

7.9.27. Mostrar que los elementos de la matriz 5 de la descompo- 
sición (7.9.2) pueden ser calculados sucesivamente en el orden Sy, 
Spa +- ar Sima Sras Saas > > <> San Mediante las fórmulas 


=, 


р, 


„У а в 


(7.9.3) 
e 


ан У) зш) 
к: 


si 
Ed su 


(>). 


Aplicando las fórmulas (7.9.3) hallar la descomposición triangu- 
lar de las matrices siguiente 
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7.9.28. | 42 – 7.9.29. 9-3 0 
25 11. -3 5 —ál. 
21 


= 3 0-4 5 
7.9.30. [1 2 з 4 

2 5 8u 

з 814 20° 

414 20 30 


7.9.31. Una matriz definida positiva A tiene estructura de cinta, 
es decir, а = 0 para [4 — j | > @:> 0. Utilizando las fórmulas 
(7.9.3) mostrar que en este caso también з; = 0 para ў — i > d. 

7.9.32. Hallar la descomposición triangular de la matriz tri- 
diagonal de orden т siguiente: 


1 y2 
v2 з ү? 
vi з ү? 
A ЄС Ж 
з у 
vi з 


7.9.33. Mostrar que si la matriz 5 es la descomposición triangn- 
lar de una matriz A su submatriz principal 5» es la descomposición 
triangular de la submatriz A, en la matriz А. 

7.9.34. Utilizando el resultado del problema 7.9.30 hallar la 
descomposicion triangular de la matriz 


1234 3 
25 8114 
3 8 14 20 25|. 
4 11 20 30 40 


5 14 26 40 55 


9.35. Demostrar que los elementos de la matriz 5 de la descom- 
posición triangular (7.9.2) verifican la desigualdad 


máx | sy |< máx Y u- 
13 i 


Deducir que si para le matriz Amáxfay[=ú, entonces 
+ 

máx 1:014. 

5; 


De este modo al calcular la descomposición triangular de una 
matriz definida positiva los elementos no crecen (en el sentido 
indicado). 
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36. Hallar el número de operaciones de multiplicación, de 
división y de extracción de una raíz cuadrada necesarias para calcu- 
lar la matriz de una descomposición triangular haciendo uso de los 
fórmulas (7.9. 

7.9.37. Supongamos que se conoce la descomposición triangular 
de una matriz definida positiva A. Proponer un método de resolnción 
del sistema do ecuaciones lineales Az = b. 

7.9.38. Hallar el número total de operaciones de multiplicación 
y de división necesarias para resolver el sistema de ecuaciones linea- 
les Az = b con matriz definida positiva A calculando la descompo- 
sición triangular de esta matriz mediante las fórmulas (7.9.3) y resol- 
viendo después sistemas de ecuaciones lineales con matrices trian- 
gulares (véase el 7.9.37). Comparar este número con el número de 
operaciones de multiplicación y de división necesarias para Ја reali- 
zación del método de Ganss. 

Este método do resolución de un sistema de ecuaciones lineales 
con matriz definida positiva se Пата método de raíces cuadradas. 

7.9.39. Demostrar que una matriz definida positiva A puede 
ser representada en forma del producto 

А = 5,51. (7.9.4) 
donde S, es una matriz triangular superior. 

7.9.40. Sean A una matriz definida positiva, Á la motriz simé- 
trica a А respecto a su centro y A = 37 $ la descomposición triangu- 
lar de Ñ. Demostrar que la representación (7.9.4) de A puede ser 


obtenida buscando la simétrica de cada una de las matrices 87 y $ 
respecto а su centro. 

7.9.41. Demostrar que dos formas cuadráticas P y G de las 
mismas incógnitas pueden ser reducidas simultáneamente a la forma 
canónica por medio de una transformación lineal no singular si por 
Jo menos una de las formas Р y G es definida positiva. 

7.9.42. Se dan dos formas cuadráticas F y G de las mismas incóg- 
nitas; además, la forma G es regular. Demostrar que si existe una 
transformación lineal regular que reduce las dos formas a la forma 


canónica 

Ем... ФА 

бр... Бра, 
entonces рага toda translormación de este tipo la colección de 
relaciones 


7. 


2. % de 
m’ ma? U Tn 


isma. A saber, estas relaciones son raíces de la llamada 
2 del par de formas F y б; | А — 18 | = 0, donde A y B son 
matrices de las formas F y G; respectivamente. 

7.9.43. Las formas cuadráticas F y G son definidas positivas 
Examinemos dos transformaciones lineales no singulares. Una de 
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ellas reduce la forma F a Ja forma canónica Ау} +... + Аузу Ja 
forma G, a la forma normal; la otra transformación reduce la forma F 
a forma normal у la forma G, a la forma canónica рый +... + 
+ pazh ¿Cuál es la relación entre los coeficientes Ap, . An Y 
PIN A 

7.9.44. Demostrar que las formas F y G pueden ser reducidas 
simultáneamonte а la forma canónica por una transformación lineal 
no singular si las matrices de estas formas son conmutables. 

Para coda uno de los pares de formas cnadráticas indicadas más 
abajo hallar la transformación lineal no singular que las reduzca 
a la forma canónica. Indicar les formas canónicas obtenidas: 

7.9.45. Р = т} +- 2л} +- Заз + 2011. — 221% 


G = 2а} 48774 32] + 8л, 422,27 + бт, 
AG. Р = т} + Sal + 43 + rt, + бт, + 


+ 2га, 
G = z} — 23 +23 + 42,2, — 102,2) + 4га. 
7.9.47. Р = —х} — 5з] — Mal + бат, + бат, — Вега, 
G = — z} — 144} — 42 + 82,2, — 22,23 + дул. 
7.9.48. F = r} 4 Bat + 1 — 21 — 2лут, — благ + Risty, 
G = a} +28 +22 + 2a} — 2л, — 2271) — 20520. 
7.9.49. РЁ = 23-234 л} Ln + Atta + 2л, + 


+ 22323 + 4лул, + 2л. 
G = Фа} + 24} + 244 +. 241 — 2, + Raats — 20, — 
2003 + Фил, — Esta. 
7.9.50. Sean Р y G formas cuadráticas de las mismas incógnilas 
жу, + > з, Za» además, G es definida positiva. Numeremos las raíces 
de Ja ecuación z del par de formas Р y G on el orden decrecient 


11>2%>.-->2n- Demostrar que la raíz máxima =, y la raíz 
mínima с, verifican las representaciones 


7.9.51. Formular y demostrar el análogo del teorema de Courant- 
Fischer para el par de formas del problema precedente. 
$ 7.10. Teoría espectral de los pares de matrices 


Sean А у B matrices п X л complejas. El número A y el vector 
по nulo z son tales que 


Az =1Bz (7.40.1) 
2м 


se llaman. respectivamente, valor propio (autovalor) y vector propio 
(autovector, del раг de matrices (A, 8). Esta definición generaliza 
la definición (6.0.4) que se obtiene cuando В 

7.10.1. Estudiando los paros de matrices siguientes: 


a) 123 ora 
ЕНЕН: 
006 ооо 
b) 123 0.00 
ЕЕН! 
006 ооо 
© 123 700 
ajo ás]. alos of: 
006 009 
ч) 123 100 
«8. 8-2 
000 000 


convénzase de que un par de matrices generalmente puede carecer 
de valores propios; pero si existen valores propios, su número puedo 
coincidir con el orden do matrices, pero también puede ser rigurosa- 
mente menor que éste. Además, es posible una situación cuando 
cualquier número A es autovalor del par (А, В). En este caso el par 
(А. B) se Пата singular y los demás pares (A. B) se llaman regulares. 

7.10.2. Mostrar que los valores propios del par de matrices de 
orden nxn son raíces de su ecuación característica 


1ABA | (7.10.2) 


7.10.3. El primer miembro de la ecuación (7.10.2) se llama 
polinomio característico del par de matrices (A, B). Hallar expresiones 
para el coeficiente mayor y para el término independiente del poli- 
nomio característico valiéndose de los elementos de las matrices А 
y B. Advirtamos que: a) todos los coeficientes del polinomio carac- 
terístico del par singular (А. В) son iguales a cero; b) si un par (А. В) 
no tiene valores propios, todos los coeficientes del polinomio carac- 
terístico, excepto el término independiente, son iguales a cero. Бп 
el caso a) la noción de polinomio característico pierde su contenido. 
En cuanto al caso b) advertimos que el par (B. A). a diferencia del 
(А, B),"posee nn autovalor. ¿Cuál es este autovalor? 

7.10.4. Demostrar que el núcleo de las matrices А y В que com- 
ponen un par regular, se intersecan solamente por el vector cero. 
En particular, Bz 7 O para el vector propio z del par regular (А, В}. 

7.10.5. Sean Р у Q matrices de orden n Х п no singularos. 
Mostrar que los pares de matrices (А, В) y (PAQ, PBQ) poseen los 
mísmos autovalores o no los tienen en general. Hallar la relación 
entre autovectores de ambos pares. 
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Los pares (А. В) y (Ay, B,) tales que A, = РАО, B, = PBQ 
para ciertas matrices no singulares P у Q, los llamaremos pares 
equivalentes, 

7.10.6. Hallar Ja relación entre autovalores y los autovectores 
de un par regular (А. B) y de pares: а) (8, А); b) (А — aB, В); 
с) (cos pA — sen PB. sen ФА + cos ФВ); d) (374, E): e) (А-1, EJ: 
1) (B (А — «aB)'B, В). En los últimos tres casos se Supono que las 
matrices correspondientes son regulares. 

7.10.7. Mostrar que de un par regular de matrices de orden n X n 
(А, В)зе puede obtener mediante el desplazamiento, es decir, median- 
te el cambio al par (В, A — aB) para cierto número correspondien- 
te а, пп par con un polinomio característico de grado л. 

El problema 7.10.7 permite considerar que en cierto sentido todo 
par regular de matrices de orden л х n(A, В) tiene п valores pro- 
pios. Efectivamente. esto es así para el par (2. A — aB) obtenido 
mediante cl desplazamiento si cada valor propio se cuenta tantas 
veces, como es su multiplicidad como raíz de polinomio característi- 
со. De los valores propios рц... ., Wta del par (В, А — aB) se obtienen 
los valores propios Aj, . --» An del par 1 usando la fórmula 
À = a + f/u. En este caso es necesario admitir la posibilidad do que 
aparezcan valores propios infinitos que responden al caso de p = 0. 
Para un vector propio correspondiente z tenemos Br = 0, aunque 
según el 7.10.4 Az 0. Conque los vectores propios de un раг 
regular (А, В) asociados a los valores propios } = co son exactamen- 
te vectores (no nulos) del núcleo de la matriz B. 

7.10.8. Según el 7.10.4., si los núcleos de las matrices n x n A 

у B poseen una instersección no trivial, el par (А, B) es singular, 
Dar un ejemplo de un par singular (А, В) para el cual la intersección 
de los núcleos de las matrices A y B está compuesta solamente del 
vector mulo; esto es también válido respecto a la intersección de los 
núcleos de las matrices A7 у B7- 
10.9. Supongamos que en un par (4, B) la matriz B es no sin- 
gular. Mostrar que entre los pares equivalentes al par (А, B} hay 
un par de tipo (J, E). donde J es una matriz de Jordan. ¿Cuál es el 
sentido de los elementos diagonales de la matriz J? 

7.10.10. Supóngamos que en los pares (А, B} y (C,D) todas las 
matrices poseen una misma estructura casi diagonal: 


ра о By 0 
а; alo 80" з. (7.10.4) 


y análogamento рага C, D. Mostrar que a partir de la equivalencia 
de los pares (Дар, Bu) y (Си. Du), i = 4, 2 se deduce la equivalen- 
cia de los (A, B) y (С. D). ¿Es correcta una afirmación inversa: 
de la equivalencia de los pares (А, В) y (С, Р) se infiere la equiva- 
lencia de los pares de las células diagonales correspondientes? 
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7.10.11. En un par (A, B) la matriz B es singular. pero la ma- 
triz А no lo es. Proponer —por analogia con el 7.10.9— el par más 
simple entro los pares equivalentes. 

Un par de matrices (4, B) de tipo (7.10.4) lo Hamaremos suma 
directa de los pares de matrices (Ауу. By) y (4.2, В,„). La noción 
de suma directa de pares se refiere también al caso de un gran núme- 
то de células en la estructura casi diagonal de las matrices (А, 8). 

7.10.12*. En los datos del problema 7.10.11 demostrar que el 
par (A, В) es equivalente a la suma directa de pares de tipo (Jy, Ei) 
y (Er. №). donde Ji, №, son células de Jordan y además Na se 
refiero siempre al número 0. 

7.10.13*. Demostrar que la afirmación del problema 
válida en realidad para cualquier par regular de mal 

Entonces, según el 7.10.13 en toda clase de pares de matrices 
equivalentes hay un par de la forma 


0ч) 


EAS 


Н (7.10.5) 


Ne 
i t 
que se Паша forma canónica para los pares de la clase dada. En los 
problemas 7.10.14—7.10.16 se establece que la forma canónica de 
una clase se define de un modo único. con una exactitud de hasta 
una conmutación de pares diagonales. 

7.10.14. Mostrar que para todo раг (А, B) de la clase con forma 
canónica (7.10.5) el polinomio característico es igual a (А — M)" . . . 
+. (% — Ap)*», por lo que los números 1, . . ., Ap Son autovalores 
del par (4, B). 

7.10.15*. Supongamos que æ no coincide con ninguno de los 
números (0, Ay, . . >. Ap). Demostrar que el orden de células en la 
forma canónica (7.10.5) coincide con el orden de células en la forma 
de Jordan de la matriz (5 — А) “А. 

7.10.16. Mostrar quo para todos los pares (А, B) de una clase 
dada y el número æ subordinado a los datos del problema 7.10.15 
las matrices (22 — А)-:4 son semejantes y, por consiguiente, poseen 
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vna misma forma de Jordan que determina el tipo y el orden de 
células en el (7.10.5). 
Hallar la forma canónica para los pares de matrices que siguen: 


7.40.17- 121 tig 
| 3 1. v|; 2 1f- 
122 Maa 
7.10.18. 014 100 
“| 2 | 2-|; 1 | 
TE! ооо 
1.40.49. 114 241 
А={ї 1 | ‚-| 1 f 
142 114 
7.10.20. 211 021 
~} 1-2, | з | 
10 4 0,10 
740.21. 21 1 1—2 
~} 1 —2|, о ol. 
ta 0 о о 


El subespacio L C С" se Паша subespacio reductor del раг de 
matrices л X n (А. B) si 


dim (AL + BL)< dim L. (7.40.6) 


7.10.22. Supongamos que ambas matrices (A, B) poscen una mis- 
ma estructura casi triangular 


Jn Aaf -| u з.) 
[о л a=|, Bu 


donde Ау, В, son células de orden k. Mostrar que la cápsula linea) 
de los primeros k vectores unitarios ез, . . .. ех es un subespacio 
reductor del par (7.10.7). 

7.10.23. Sea L un subespacio reductor de dimensión К (0 < k < 
< п) para un par de matrices de orden пх п (С, D). ¿De qué modo 
se puede pasar a un par de matrices equivalentes de tipo (7.10.7) 
aplicando la información acerca de L? 

7.10.24. Mostrar que un conjunto de autovalores del par (7.10.7) 
5 especiro— es una reunión de espectros de Jos pares (4а. Bn) 
Y no Ва). 

El problema 7.10.24 explica el sentido del término «subespacio 
reductors. 

7.10.25. Domostrar que para un par regular (A, B) el signo de 
desigualdad estricta en (7.10.6) es imposible. 
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A А (7.10.7) 


7.10.26. Mostrar que si en un par (A, B) la matriz В es no singular 
todo subespacio reductor de esto par es un subespacio invariante 
de la matriz B-A. Formular y demostrar una proposición análoga 
para el caso cuando en el par (А, В) la matriz А es no singular. 

7.10,27. Mostrar que un subespacio reductor de un par (А, B} 
es al mismo tiempo un subespacio reductor del par (A — «В. П), 
cualquiera que sea el número a. 

7.10.28. A partir de los problemas 7.10.26—7.10.27 deducir la 
descripción siguiente de subespacios reductores para los pares de 
matrices regulares: todo subespacio reductor de un par regular (А, B) 
es un subespacio invariante de la matriz (А — 28)*B. donde а es 
un número arbitrario que no coincide con ningún valor propio del 
par_dado. 

7.10.29. Mostrar que un par regular de matrices n хоп (А. B} 
posee un subespacio reductor de cualquier dimensión К, 0 < k < n. 

La forma canónica (7.10.5) es una generalización para el caso 
de un par matricial de matrices de forma de Jordan. La construc- 
ción de ambas formas exige la aplicación de transformaciones (equiva- 
lentes y semejantes, respectivamente) con matrices no singulares 
arbitrarias. Según el teorema de Schur, para pasar a la forma trian- 
gular de una matriz compleja (llamada forma de Schur) son suficien- 
tes las semejanzas unitarias. Los problemas 7.10.30—7.10.32 mues- 
tran que la forma triangular de un par regular de matrices —la Mamare- 
mos también forma de Schuy— también puede ser construida basán- 
dose solamente en las transformaciones unitarias. 

7.10.30*. Supongamos que en un par de matrices п X n (А. В) 
la matriz В no es singular. Mostrar que existen matrices unitarias 
P, y 0, para las cuales 

| b 
|. в} Д 


oB 


donde а, В зоп números у А, B son matrices de orden n — 4. 
7.10.34. Demostrar que para el par (А. B) del problema prece- 
dente existen matrices unitarias P y Q tales que 


a a 


4=рмо=| 4 


ВО, 


Cy Oj --- Oj 
Ал=Р*А0=} 0 “a “an ||, 
loo вм 
Bn Pu Bin 
а,=рево=00 Pa М (2.10.8) 
lo o - Pan 


Un раг de matrices triangulares А, A 5) se Haman forma de Schur 
del par inicial (А. B). 
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7.10.32. Mostrar que una reducción unitaria a la [orma de Schur 
сз posible сп caso de un par regular arbitrario (4. В) (y no solamente 
en caso de los pares con matriz no singular В). 

7.10.33, Un par do matrices de tipo n X n (А, B) se Iama par 
diagonalizable (o par de estructura simple) si en С^ existe una base 
de vectores propios de este par. Demostrar que el par (А, B) será 
diagonalizable si, y sólo si, para ciertas matrices no singulares R. 5 
y matricos diagonales Олд, Dp son válidas las representaciones 


А = Вр„57\, В = Вр 5. (7.10.9) 


7.10.34. Un par de matrices de tipo n х n (А. Б} se Паша 
normal si оп С" existe una base ortonormal de awlovectores de 
este par, Demostrar que el par (A, B) será normal si. y sólo si, son 
válidas las representaciones (7.10.9) y la matriz $ de éstos puedo 
scr unitaria. 

7.10.35. Supongamos que en un par (А, В) la matriz B es no sin- 
gular. Mostrar que el par (А, B) será diagonal o normal si. y sólo 
si, la matriz В! А es de estructura simple o normal, resprectiva- 
mente. 


Capítulo 8 


PROBLEMAS MÉTRICOS EN UN ESPACIO LINEAL 


$ 8.0, Terminología y, generalidades 


Un conjunto X se llama espacio métrico si a cada par de sus ele- 
mentos z e y le está asignado un número no negativo p (т. y) llama- 
do distancia entre z e y, además se respetan los axiomas Siguientes: 

1. p (z. y) = O si, y sólo si. z = y; 

2. p(z, у) = p (y. 2); 

3. p(z 2) <р (z, y) р (у. 2). 

Sea M, un subconjunto de un espacio métrico X. El conjunto de 
todos los elementos z € X no pertenecientes a M, se llama compl 
mento de Mi. Si М\, Mz. . .. son subconjuntos de X, Пата 
unión de éstos al conjunto de todos los elementos, cada uno de los 
cuales pertenece por lo menos а uno de los conjuntos My, My. .... 
Llámase intersección de Му, Mz, ... al conjunto de todos Jos ele- 
mentos que forman parte de cada uno de los conjuntos My, Ma, .... 

Llámase bola 5 (a, r) al conjunto de todos los elementos т de X 
que verifican la condición 

р (2, 2) < г. 
El elemento а se llama centro de la bola y el múmero positivo r, 
radio de la bola. 

Llámase entorno del elemento z a toda bola de centro z. En un es- 
pacio métrico X el conjunto M se llama abierto si conjuntamente con 
cada uno de sus elementos z él contiene cierto entorno de este ele- 
mento. 

Un elemento z € X se llama punto límite de un conjunto Af si 
todo entorno de este elemento contiene por lo menos un elemento de 
ÀI que no coincide соп z. El conjunto obtenido agregando а М todos 
sus puntos límites se llama adherencia de М que se indica соп Л. 
El conjunto Af se Паша cerrado si M = М. 

Llámase bola cerrada de centro a y de radio r al conjunto 5 
(a, г) de todos los elementos z de X que satisfacen la condición 


б(т,а)<т. 
El elemento za de un espacio métrico X se llama límite de una su- 
cesión {Tn} de elementos zy, Z3. . . ., Za, ..., de X зір (Zo. Ta) — 
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— 0 рага n— оо. En este caso se escribe 


2-2 
o bien 
lim za = zo. 


La sucesión (xp) que tiene un límite se llama convergente (hacia 2). 

Una sucesión (zn) de elementos de un espacio métrico se Пата 
Jundamental si para todo número e > 0 existe un Índice N (e) tal 
que р (2n, Im) < e n, m>N (e). 

Si en un espacio métrico X toda sucesión fundamental converge 
hacia un cierto límite, el espacio X se llama completo. 

Un espacio lineal X real o complejo se Пата espacio lineal nor- 
malizado si a cada vector z € X зс le asigna un número real [| |1 
lamado norma del vector z satisfaciendo los axiomas siguientes: 

4. Па 120, además 1211 =0 sólo si z = 0; 

2 Паи 1 1210 10 1 (desigualdad triangular); 

3. [к= 1А 121. (8.0.1) 

Si se adopta 


p(n) = 12—01. 


un espacio normalizado puede ser considerado como un espacio mé- 
trico. La convergencia de la sucesión respecto a una tal distancia se 
lama convergencia en norma. 

Un conjunto Af de un espacio lineal normalizado X se llama li- 
mutado si existe un número positivo С tal que [| х 1 С para todos 
los z de A. 

Llámase bola unidad (esfera unidad) de wn espacio normalizado 
al conjunto de todos los vectores z tales que |1 = 1< 1 (liz | = 1). 

En un espacio normalizado el conjunto М se llama convezo si 
conjuntamente con dos de sus vectores cualesquiera z e y él contiene 
todo el segmento Az + (1 — à) y, 0<A<1. 

Todo espacio lineal normalizado X de dimensión finita es un espacio 
métrico completo. El hecho de que el conjunto M de X está acotado es 
equivalente al que en toda base del espacio X los coordenadas de to- 
dos los vectores z de M están acotadas. Igualmente la convergencia 
de la sucesión {т} hacia el vector ту es equivalente al hecho de que 
en toda base del espacio X Jas coordenadas de los vectores ту conver- 
gen hacia las coordenadas correspondientes del vector xy. 

Un ejemplo de espacio normalizado está dado por un espacio arit- 
mético de dimensión » en el cual la norma del vector z = (оу, 2, 

- +. а)" viene definida por la igualdad 


а = P+10,P+...+10, 197, p>1. (8.0.2) 
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La desigualdad triangular de esta norma se llama desigualdad de 
Minkowski. Esta última se deduce do la desigualdad de Hölder 


Ж ъ!<(2®) (Эһ). 4+4=1. (воз) 
к=! һе! d . 


к=з 


Sean X e Y espacios normalizados con las normas |12 |х е 
Пу ll y, respectivamente. Dicen que en el espacio de operadores 
xy la norma [| А || es concordante con las normas vectoriales de 
los espacios X e Y si 


ПА УПА leia (8.0.4) 


para todos los z Є X y todo operador А Є елу. 
Si X es un espacio normalizado con la norma || x |} , en el espa- 
cio wxx la norma definida por la igualdad 


ГЕЛ 
ПАП = зырт 


(8.0.5) 


se llama subordinada a la norma vectorial ||z ||. Además de los 
axiomas usuales (8.0.1), la norma subordinada posee también una 
propiedad especial respecto a la multiplicación de operadores: 


HABIAN UBH- (8.0.6) 


La definición de Jas normas concordante y subordinada se extien- 
de inmediatamente a los espacios de matrices que se consideran co- 
mo operadores en espacios aritméticos. Si, en particular, en un es- 
pacio aritmético se introduce la norma || z || p (véase (8.0.2), la 
norma subordinada correspondiente se nota {| А || р. Se examinan 
más frecuentemente las normas || А |1 y, 14 ll a, ПАЙ. 

Aun cuando la norma de matrices en cuestión no es subordina- 
da, supondremos que ella observa la propiedad (8.0.6). 

Supongamos que una matriz А tiene la forma A= E + B, donde 
11811 < 1 para cierta norma matricial. En aste caso А es по sin- 
gular y para la norma de la matriz inversa se verifica la estimación 


ШЕВ 
вї" 


Гы 9 


(8.0.7) 


Supongamos que se examinan el sistema de ecuaciones lineales 
Ar=b 
con una matriz cuadrada no singular А y un sistema perturbado 
(А Hea) = 5 + 
Respecto a la matriz e, se supone que 
el < 4-1-1. 
m эз 


Esta condición asegura la no singularidad de Ja matriz A + e4- 
Si se adopta 
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E 
a LES ПАЙ, mr * 
tiene lugar la estimación 
BARIA 
ôr < popart annsa (04 +60). (8.0.8) 


Aquí зе supone que la norma de matrices |1 4 || está subordinada a 
Ла norma vectorial [2 ||- 

El producto АП I| A- 1 se Пата número de condicionalidad 
dela matriz А y se nota cond (А). Si hace falta indicar explicitamen- 
te una norma matricial, respecto a la cual se elige el número de condi- 
cionalidad, se escribe cond, (4), сопа, (А) о сопа „ (А). 

Como muestra la estimación (8.0.8) el número de condicionalidad 
caracteriza la sensibilidad de la solución dol sistema de ecuaciones 
Jíneales Az = b con respecto а las perturbaciones de sus coeficien- 
tes. Las matrices con números de condicionalidad grandes se llaman 
usualmente mal condicionadas. 

Sean A una matriz n X п de estructura simple con valores pro- 
pios Ay ---, An, X, una matriz no singular cuyas columnas son 
vectores propios de la matriz A. Entonces todos los autovalores de 
la matriz A + e, están comprendidos en el dominio del plano com- 
plejo quo es una unión de л círculos 

1: — А |< cond (X) Il ea Il, i= 4, mn. (8.0.9) 
Aquí por norma de matrices se entiendo una de las normas || A || 
(A lo ЛАЛ 


$ 8.1. Espacio lineal normalizado 


Presentación de los problemas del párrafo. Además de los ejercicios sobre las 
nociones métricas esenciales examinamos cn este párralo das cuestiones ик 
1а equivalencia de normas en un espacio lineal de dimensión finita y la rela 
de dualidad de normas respecto al producto escalar. Los hechos relativos a las 
normas duales nos permiten introducit en el párrafo siguiente la relación de or- 
den parcial sobre el conjunto de normas de operadores. 


8.1.1. Mostrar que em'un espacio euclideo (unitario) Ja longitud 
de un vector verifica todos los axiomas de una norma. 

8.1.2. En un espacio X de dimensión п está fijada una base £,,....- 
‚2... €n. Sea z un vector arbitrario de X a descomponer por la Dase 


х = 0 Haa 4... H ас 
Mostrar que en X una norma puede ser definida por la igualdad: 


a) Ша |= 1410214 -.-+)0 1 
b) [х= (19, P+ 10, 94-10, 194% 
9 Izle máx] a |; 


2а 


d) en general, para todo número positivo р, p>1, 
Па, = (1912-1 124... +10, PY? 

8.1.3. Sean m (z) у л (z) dos normas de un espacio lineal X. 
Mostrar que las normas de esto espacio son igualmente 

a) p (z) = máx (m (z), n (2); 

b) g (2) = am (2) + Вл (2). donde @ y р son números no negati- 
vos fijos no iguales simultáneamente a cero; 

c) r (2) = (m° (z) + n? (2). 

8.1.4. Sea P un operador lineal no singular de un espacio lineal 
normalizado X con norma |= ||. Demostrar que m (т) también es 
una norma del espacio X, donde 

m (z) = |I Pz ||- (8.1.4) 

8.1.5. Un espacio lineal X es una suma directa de los subespacios 
L, y L;. Además, sobre L, está introducida la norma m (z) y sobre 
Таа norma п (2). Sea z un vector arbitrario de X; se considera que 
z= тү + ту, donde 2, € Ly; т, € La. Adoptemos 

Nz ll = m (2) + л (23). 
Mostrar que mediante este procedimiento se introduce la norma sobre 
el espacio X. 

8.1.6. Al definir Ja norma rechacemos la exigencia de nulidad de 
la norma solamente pera el vector nulo. La función de vector así ob- 
tenida se llama seminorma. De este modo, la seminorma || z Й se 
define por los axiomas: 

a) Mz 122 0; 

2) Пех 1 = [21 121 

о) Пе ун Пе Пу. 

Demostrar que si en un espacio Jineal X so introduce la seminor- 
ma || с ||, entonces: 

а) el conjunto de vectores para los cuales la seminorma es igual 
a cero es un subespacio lineal Z del espacio X; 

b) todos los vectores del plano za + L tienen la misma seminor- 
юз; 

©) asignando a cada plano =, + L el valor general de la sominor- 
ma de sus vectores se obtiene la norma sobre ol espacio factor del es- 
pacio X por el subespacio L. 

8.1.7. Demostrar que pora cuatro vectores cualesquiera т, Y, 
т, u de un espacio normalizado se verifica la desigualdad 

ПЕЕЛЕ hz- uhisi zl Ny 1. 

8.1.8. Demostrar que la bola |= — 2, | <r es un conjunto 
abierto. 

8.1.9. Demostrar que la unión de cualquier número de conjuntos 
abiertos es un conjunto abierto. 

8.1.10. Mostrar que toda bola es un conjunto acotado. 

8.1.14. Mostrar que todo plano de dimensión positiva no es un 
conjunto acotado. 
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8.1.12. Mastrar que toda bola es un conjunto convexo. 

8.1.13. Mostrar que todo plano de dimensión positiva es un con- 
junto convoxo. 

8.4.14. Demostrar que la bola [lx — =, [|< ез un conjunto 
cerrado. 

8.1.15. Demostrar que un conjunto complementario a un conjun- 
to abierto es un conjunto cerrado. 

8.1.16. Demostrar que un conjunto complementario a un conjun- 
to cerrado es mn conjunto abierto. 

8.1.17. Mostrar que la intersección de cualquier número de соп- 
juntos cerrados es un conjunto cerrado 

8.1.18. Mostrar que la unión de un número finito do conjuntos 
cerrados es un conjunto cerrado. Dar un ejemplo que muestre que la 
unión de wa número infinito de conjuntos cerrados puede ya no ser 
un conjunto cerrado. 

8.1.19. Domostrar que 

a) Па ll iza; = 

b) Ilza — a 1 [zo + а || para todo vector a; 

€) ать + бук > аль + фу para todos los números æ y f; 

41) si la sucesión de números Ау converge hacia el número Ay, 
entes Aara == Apto. 

8.1.20. Demostrar que si toda subsucesión no trivial de una suce- 
sión {л} converge, converge también la propia sucesión (za) 
Llámaso trivial a una subsucesión que coincide, a partir de cierto tér- 
mino, con la sucesión inicial. 

8.1.21. Demostrar que si х, es ua punto límite de nn conjunto M, 
existe una sucesión (za), za € М, convergente hacia г,. 

8.1.22. Demostrar que la clausura de un conjunto convexo es 
también wn conjunto convexo. 

8.1.23. Demostrar que de toda sucesión acotada de vectores de 
wn espacio normalizado su puede extraer una subsucesión conver- 

ente. 
E% 81.24, Demostrar que todo conjunto acotado infinito posce pun- 
tos límiles. 

8.1.25. Llámaso distancia del vector z al conjunto М a la magnitud 


Za — то, Ya — Yo, entonces 


daina ai 


Mostrar que si Af es un conjunto cerrado, existe па у, € М tal quo 
p(z% М) = 12 — ye 

8.1.26. Llámaso distancia entre los conjuntos M, y M, а la magni- 
tud 


p (Mo №.) inf ilz — y ll. 
2EM,yEM, 


Demostrar que si los conjuntos Af, у Af, son cerrados y acotados, 
existen ze € M, е yo E Ma tales que р (Mi, М.) = [izo — yo ЇЇ. 
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8.1.27. Mostrar que el resultado del problema 8.1.26 sigue sien- 
do válido si se suprime la restricción impuesta a uno de los conjuntos 
M, y M, de ser acotado. Dar un ejemplo que muestre que la afirma- 
ción del problema no es válida si los dos conjuntos M, y M, no son 
acotados. 

8.1.28. ¿Están unívocamente definidos los vectores т, e ya en 
las formulaciones de los problemas 8.1.25, 8.1.26 y 8.1.27? 

8.1.29*. Sea М un conjunto convexo de un espacio euclideo (uni- 
tario) y supongamos que como norma se adopta la longitud de un 
vector. Demostrar que en los datos del problema 8.1.25 el vector yo 
en este caso viene univocamente definido. 

8.1.30. Sean M, y M, conjuntos cerrados acotados. Demslrar 
que el conjunto Y de todos los vectores de la forma z + y, donde 
2 € М, y E My, es cerrado y acotado. 

8.1.31. Los conjuntos M, у M, son cerrados; además, M, es aco- 
tado. Demostrar que en este caso la afirmación del problema 8.1.30 
Sobro la clausura del conjunto N también es válida. Dar un ejemplo 
gue mucstre que para los conjuntos cerrados no acotados Af, y My 
el conjunto № puede ser no cerrado. 

8.1.32*. Sea X un espacio lineal real o complejo. La aplicación 
de X sobre el conjunto de números reales o complejos, respectiva- 
mente, se llama funcional sobre X. Sea X un espacio normalizado. 
Una funcional Р (z) se Пата continua en el punto xy Si xy > zo im- 
plica F (т) = F (zo). Una funcional F (z) es continua sobre el 
conjunto М si ella es continva para todo ть de Af. Una funcional con- 
tinna para todo z de X se llama continua. 

Demostrar que: 

a) toda funcional lineal sobre el espacio X es continua; 

b) зї [т [| es una norma introducida sobre el espacio X, toda 
otra norma m (z) de X es una funcional continua respecto a || z |. 

8.1.33*, Sean M un conjunto cerrado acotado y F (т) una funcio- 
nal continua sobre А. Demostrar que existe un número positivo с 
ta) que | F(z) | < e para todo z de М. 

3.1.34*. Demostrar que en los datos del problema precedente en 
el conjunto M existe un vector ту tal que | F (za) | = máx | £ (2) |- 

ем 


8.1.35*. Demostrar que para dos normas cualesquiera т (2) 
y n (z) de un espacio lineal X existen números posilivos сү y су tales 


que 

ал (2) < m (0) сул (а). (8-1.2) 
¿Cómo elegir el mayor de los números posibles e, y el menor de nú- 
meros posibles c4? 

8.1.36. En las desigualdades (8.1.2) hallar los números óptimos 
posibles су ус, рага cada par de tres normas |\= |h, ||т lle, = 1 
(véase 8.1.2). 

8.1.37*. En un espacio aritmético de dimensión л se examinan 
las normas 


Пе = (а 12 4... А Та, [30 


y 
m (z) = i Pz Ila 


donde P es una matriz n X л no singular. ¿Cómo calenlar para este 
par de normas las constantes óptimas posibles с, y c, de las designal- 
dades (8.1.2)? 

5.1.38. Demostrar que el conjunto A perteneciente a un espacio 
X y abierto respecto a la norma m (z) de este espacio cs abierto tam- 
bién respecto a cualquier otra norma. 

8.1.39, Demostrar que un conjunto Af cerrado respecto a nna 
norma cualquiera de un espacio X es también cerrado respecto a cual- 
quier otra norma de este espacio. 

8.1.40. Demostrar que todo plano de пп espacio normalizado X 
es та conjunto cerrado y no abierto (excepto el espacio mismo X). 

8.1.41*. Un espacio X es una suma directa de los suhespacios 
14 y L,. Un conjunto cerrado M, pertenece a Ly y un conjunto cerra- 
do Му pertenece a La. Demostrar que cl conjunto Y compuesto de 
todas las sumas z -+ y, donde z € M,, y € Ma, ех cerrado. Advertir 
que a diferencia de 8.1.31 aquí no se exige que esté acotado ninguno 
de los conjuntos М, у Ma. 

8.1.42. En nnespacio euclideo (unitario) Х. además de la longi- 
tud del vector se examina también la norma m (г). Adoptemos para 
todo y de X 
1б. 01 


= зор leal. (8.4.3) 


Mostrar que esta expresión es siempre finita у m* (y) satisface 
todos los axiomas de la norma. La norma obtenida m* (y) se llama 
dual de la norma т (2) respecto al producto escalar (г. y). 

8.1.43. Mostrar que la determinación de una norma dual es equi- 
valente a cada ma de las expresiones siguientes: 


39-165 nt 


pil 
т (9) 


9) те (0) = máx, T y) 


D) те (y) = тах 
те 


d) m” (y) = má: E 
e) mt(y)= máx Re(y, 2). 
тозе 


8.1.44. Мозігаг que en los datos del problema 8.1.42 dos vectores 
cualesquiera z e y verifican la desigualdad 


ly) IS m (z) m* (0). вл.) 
En este caso para todo y existe un vector гъ tal que 
Eo y) = m (z) те (y). 
8.1.45. Hallar la norma dual de la longitud de un vector. 
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8.1.46. Hallar la norma dual de la norma ||z ||  = máx | [| 
п 


en un espacio aritmético de dimensión л con el producto escalar 
014. 
8.1.47*. Demostrar generalizando el 8.1.46 que la norma dual de 
la norma 
Пень (Па, PH.H Ру, p>, 
es la norma 
Педа о. Ех 194, Pp = 4. 


¿Qué es para este par de mormas la desigualdad (8.1.4)? 
8.1.48. Para las normas mí) y n (z) de un espacio euclídeo 
(unitario) X para todo vector т se verifica la desigualdad: т (z) > 
=> n (z). Mostrar que para las normas duales m* (y) y пе (y) tiene 
lugar тта correlación inversa: m* (y) < n* (y) para todo vector y. 

8.1.49*%, Demostrar que para todo vector т existe un vector y 
е Та desigualdad (8.1.4) deviene igualdad 

8.1.50. Mostrar que Ja norma m** (т). dual de lo norma dual de 
т? (0). coincide con la norma inicial m (2). 


tal 


$ 8.2. Normas de operadores y matrices 


Presentación de los problemas del párrafo. En el presente párralo examina- 
mos casi exclusivamente las normas en el espacio de matrices teniendo en cuenta 
las aplicaciones indicadas en los párrafos que siguen. Clero está que todas las 
afirmaciones pueden ser formuladas explícitamente en el idioma de operadores 
Subrayamos que decimos matricial a una norma que además de Jos tres axiomas 
usuales posee la propiedad siguiente relacionada con la operación de multipli- 
cación de matrices: 


пав SHANNEN. 

Estudiamos diferentes clases do normas matriciales y, en particular, las 
propiedades de la norma espectral y euclidea. En el último caso damos una se- 
Tie de relaciones métricas interesantes, análogas a las que tienen lugar en un pla- 
то complejo. En conclusión analizamos las propiedades de las normes subordi- 
nadas y la propiedad de concordancia entre las normas vectorial y matricial. Es. 
te anélisis conduce a la relación de orden parcial sobre un conjunto de normas. 


8.2.1. Demostrar que todo operador lineal transforma un conjun- 
lo cerrado en un conjunto cerrado. 

8.2.2. ¿Es cierto que un conjunto abierto se transforma por todo 
operador lineal en un conjunto abierto? 

8.2.3. ¿Es cierto que un conjunto cerrado pasa a ser un conjunto 
cerrado mediante una transformación lineal? 

8.2.4. Demostrar que un conjunto cerrado y acotado sometida a 
Ja acción de un operador lineal arbitrario se transforma en un conjun— 
lo cerrado. 

8.2.5*, Sean M un conjunto cerrado y А, un operador lineal. De- 
mostrar que la imagen recíproca completa del conjunto M (es decir, el 
conjunto de todos los z para los cuales Az € M) es también un con- 
jnnto cerrado. 
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8.2.6*. Sea {Aa} una sucesión de operadores lineales do un es- 
pacio normalizado X y supongamos que para Lodo т de X la sucesión 
{Asz} converge. Adoplemos que 


Az = lim Arz 
Mostrar que: . 

a) el operador A definido por esta igualdad es lineal; 

b) Aa — А cualquiera que sea la norma sobre el espacio de ope- 
radores. 

8.2.7. Mostrar que la sucesión de matrices А, = (аў!) converge 
(en toda norma) hacia la matriz А = (ay) si, y sólo si, a — a,y 
para todos los і. f. 

8.2.8. Mostrar que una secesión de matrices normales puede Lener 
como límite únicamente una matriz normal. De un modo análogo, 
una sucosión de matrices unitarias puede converger solamente hacia 
лпа matriz wmitaria y una secesión do matrices definidas р 
converge hacia una matriz definida positiva. 

8.2.9. Mostrar que cualquiera que sea la norma sobre un espacio 
de malrices, la norma de la matriz unidad no es inferior a uno. 

8.2.10. Sea I| А |} la norma sobre un espacio de matrices n X п. 
Mostrar quo las normas matriciales serán también: 

a) M{A) аА ha >i: 

b) L{4) = HAS I: 

©) N (4) = || Р-!АР |, donde P es mma matriz no singular de 
orden n. 

8.2.11. Mostrar que si M (А) y L(A) son normas matriciales, 
N (A) = máx {M (A), L (А)} es también una norma matricial. 

8.2.12. Demostrar que la función siguiente de una matriz n х п 


ТЕРИС (624) 


es una norma matricial. 

8.2.13. Sea Er una matriz de orden п, cuyo único elemento no 
nulo so encuentra en el lugar (t, j} y es ignat a uno. Mostrar que si 
рага todos los і, } la norma matricial || А [| verifica la desigualdad 


ll Ey IS 1, 


ПАИ K (4), 


donde K (A) ев la norma definida por la fórmula (8.2.1). 

8.2.14. En un espacio aritmético de dimensión п se introduce el 
producto escalar natural (7.1.4). En un tal espacio la norma de ma- 
trices subordinada a la longitud de un vector se llama norma espectral 
y se designa || A ||. Demostrar que la norma espectral de una ma- 
triz es igual a su número singular máximo. 

8.2.15. ¿Cómo calcular la norma espectral: а) de una matriz 
diagonal y b) de una matriz casi diagonal? 


entonces 
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8.2.16. Introduzcamos en un espacio de matrices n X n un pro- 
ducto escalar según (7.4.5). La longitud de una matriz en el espaci 
euclídeo (unitario) obtenido se expresa por la fórmula 


Z Ma 
пал (Хао) 
у se Пата norma euclidea de una matriz. Mostrar que para cualesquie- 
ra matrices A y B 
ПАВ н< 1А ПЕ ИВИ 
8.2.17. Hallar la norma euclídea de una matriz unitaria de orden 


n. 
8.2.18*. Deducir la expresión de la norma euclidea de una ma- 
triz А п X n por medio de sus números singulares аџ,..., ад. 
8.2.19. Demostrar que la norma espectral de una matriz espectral 


A es igual a su norma enclídea si, у sólo si, А ез de rango 1 
8.2.20. Demostrar que para cualesquiera matrices U y V 


ПОЛИ H= ЦА 1... ПОДУ е = НА 


8.2.21". Demostrar las designaldades: 

ANA Nes VANA las 

b) WAB I =< NA Ia Ве 

ONABNS< ПАП кВ o 

8.2.22. Supongamos que una matriz A tiene la descomposición 
hormitiana siguiente: А = H, + iH,. Demostrar que 

ANA WaS HA ПЕ Па ПА: 

b П ПЕЧ iA: ПЕ ПА E 

8.2.23. Demostrar que рага toda matriz hermitiana H 


NA — HI s> MA — H N s- 


De este modo la matriz H, de la descomposición hermitiana de А 
es la matriz hermitiana más cercana (en el sentido de la distancia eu- 
clídoa) a la matriz A. De un modo análogo la matriz Н, es la matriz 
antihermitiana más cercana a A. Indicar la propiedad análoga de es- 
ta propiedad en el plano complejo. 

8.2.24. Sea А = HU una descomposición polar de una matriz 
A. Mostrar que 


ШП 


UH ЕЗ A ilk- 


¿A qué propiedad de los números complejos le corresponde esta 
igualdad? 

8.2.25*. Demostrar que para toda matriz definida positiva H 
Ja matriz unitaria más cercana en el sentido de la distancia euclidoa 
es la matriz unidad Е y la más alojada, la matriz Е. ¿Qué cambiará si 
H es wna matriz no negativa? 


ЁД 


8.2.26. Sca A = HU wna descomposición polar arbitraria de una 
matriz A. Demostrar que toda matriz unitaria V verifica las desi- 
gualdades 


Па 00 < УЛА 02у. 
Jndicar Ja propiedad correspondiente de los números complejos. 
8.2.27". Sea А una matriz п X л con números singulares q, . 
++, @„- Consideremos que 
80) =а +... H an (8.2.2) 


Demostrar que $ (4) es una norma matricial. 
8.2.28. Demostrar que para cualesquiera matrices no negativas 
4 y B y cualesquiera números no negativos a y $ 
S (аА + $B) = aS (А) + PS (В). 
La norma $ (А) viene definida por la igualdad (8.2.2) 
8.2.29*. Mostrar que en la definición de una norma subordinada 


ГҮН 
MANS 


la abreviatura sup puede ser sustituida por máx. 

8.2.30. Hallar las normas subordinadas de matrices do las nor- 
mas siguientes de un espacio aritmético de dimensión л: 

а) їе = 191... + lan 1: 

b) |= ll = máx о |. 
Haller los valores de las normas obtenidas sobre la matriz diagonal 


8.2.31. Demostrar que toda matriz А n X n verifica la igualdad 


Az lo 
ПЕЛ 


máx [а | =máx è 
niz [ey | máx 

8.2.32. Las normas m (z) y n (z) de un espacio aritmético son 
tales que para todo vector z m (z) = c n (z), donde с es un número 
fijado. Mostrar que Ias normas subordinadas correspondientes coin- 
ciden. 

8.2.33. Sea M (А) la norma de matrices subordinada a la norma 
vectorial т (т). Hallar la norma matricial subordinada a la norma 
п (z) = т (Р, z), donde Р es una matriz fijada no singular. 

8.2.34. Sea A vna matriz de rango 1 representada en forma de 
producto А = zy*, donde z e y son vectores columna de dimensión 
n. Demostrar la igualdad para toda norma m (z) de un espacio ari 
mético y la norma subordinada correspondiente de matrices Af (4 


М (A) = т (z) m* (у), (8.2.3) 


donde m* (y) es la norma dual de m (z) respecto al producto escalar 
(1.4.4). 
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8.2.35. Hallar el valor de la norma || А ||„ sobre la matriz de 
rango 1 con representación conocida А = 2y*. 

8.2.36. Sea M (А) vna norma matricial subordinada. Demostrar 
que M (4) verifica la representación: 


máx HUB * 
Ma + (8.2.4) 

8.2.37. Demostrar que la representación (8.2.4) también sigue 
en vigor cuando se examinan no todas las matrices no nulas B, sino 
solamente las matrices de rango {. 


8.2.38*. Demostrar que una norma matricial subordinada M (4) 
también verifica la representación 
Ltr(4B) 1 
MA) шах > (8.2.5) 


Aquí В recorro vn conjunto de matrices de rango 1. 
8.2.39. Sean M (A) y N (А) normas matriciales subordinadas y 
supongamos que M (А) > N (А) para todas las A. Demostrar quo 
en este caso M (A) = N (A) 
8.2.40*. Scan m (z) y m* (т) normas duales de un espacio aritmé- 
tico, M (A) y M* (4), sus normas subordinadas de matrices. Demos- 
trar que para toda matriz А 


М (A) = M* (4*). 


8.2.41*. Demostrar que toda norma de matrices está concordada 
con una cierta norma de un espacio aritmético. 

8.2.42. Mostrar que si una norma matri IA [| concuerda 
con nna norma vectorial m (z) y si M (4) está subordinada a т (z), 
entonces || A |122 М (A) para todas las matrices А. De este modo la 
norma subordinada M (4) es la menor de todas las normas concorda- 
das con la norma vectorial m (z). 

8,2.43*. Demostrar que toda norma subordinada de matrices está 
concordada con la norma vectorial única (con wna exactitud de hasta 
Ja multiplicación por un número). 

8.2.44. Mostrar que toda norma matricial subordinada МА) 
ев mínima en el sentido de que no existe una otra norma matricial 
L(A) tal que 

(ау М (4) 
para toda matriz А. 

8.2.45*. Supongamos que la norma matricial |А [| concuerda 
con la norma vectorial m (z) tal que Af (А) es una norma subordina- 
da. Además, [| A || coincide con Af (4) sobre un conjunto de matri- 
ces de rango 1. Demostrar que m (z) es la única norma vectorial (con 
una exactitud de hasta la multiplicación por un número) con la cual 
concuerda ПА ll. 

8.2.46. Mostrar que una norma euclídea de matrices, así como una 
norma 5 (4) (véase la (8.2.2)) están concordadas (соп una exactitud 


253 


de hasta la multiplicación por un número) solamente con la norma 
= 1 = (Та + + lan |а) 22, 

8.2.47. Sobre una matriz unidad Е una norma matricial A! (4) 
es igual a uno. ¿Significa esto que M (А) es vna norma subordinada? 


$ 8.3. Normas matriciales y sistemas 
de ecuaciones lineales 


Presentación de los problemas del párralo. Aqui so discuten las aplicaciones 
do las normas matriciales a la resolución de sistemas de ecuaciones lineales de- 
finidas (los sistemas no di e incompatibles han sido examinados en el 
$7.8). En este párrafo las cuestiones esenciales son: 

Criterios de no singularidad de las matrices. 

Estimación de las normas de matrices inversas. 

.. Condicionalidad de los sistemas de ecuaciones lineales, propiedades de los 
números de condicionalidad. 

Estimación de la perturba 
bación dada do sus coeficientes. 

Solución aproxima 
solución obtenida. 


ба de la solución де un sistema con una рент 


8.3.1. Demostrar que una matriz А + В, donde А es una matriz 
no singular y | AB [| < 1, es también una matriz no singular. 

8.3.2. Demostrar que si una matriz A es no singular y la matriz 
A + B es singular, рага el número convenido (de condicionalidad) 
de А tiene Ingar la estimación 


ГЕП 
coad (ASET 

8.3.3. Evaluar inferiormente el número convenido cond (4) 
do Ja matriz 


1-11 
—1 в єў, 20. 
E е8 
8.3.4. Demostrar que una matriz U + B, donde U es una matriz 


unitaria y la norma espectral de la matriz В es inferior a la unidad, 
es no singular. 

8.3.5*. Sea an ol número singular mínimo de una matriz A п X 
x n. Demostrar que la distancia (en el sentido de la norma espec- 
tral) de A al conjunto M de matrices singulares es 


Pa (4, M) = an- 


8.3.6*. Demostrar que el número singular mínimo de la matriz 
del determinante (3.3.1) no pasa 2-0-9. 

8.3.7". Los números singulares de una matriz А de orden n 
son а>... > аз. Demostrar que la distancia (en el sentido de 
la norma espectral) de А al conjunto M, de matrices de rango infe- 
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rior a res 
о. (А.М, = ж, г=1,2 


8.3.8. Una matriz А de orden п se Пата dingonalmente dominan- 
te (segin. las filas) si 


lan 1> È lanh, 
д 
а 


Demostrar que una matriz diagonalmente dominante es no singular. 
Enunciar un criterio análogo de la dominación por las column: 
8.3.9*, Sea А una matriz dividida en células de la forma 


An An -- An 
Au 4n Aaj, 
An Ara Ам 


donde todas las células А, son cuadradas y son del mismo orden т; 
las células diagonales Au son no singulares. Además. todo £, 1<i< 
<k. verifica las desigualdades 


IAN UA y +... Аа, ва ГУЕА, sar У о + Ак) < 1. 


Demostrar que Ja matriz A es no singular. Formular Ja afirmación 
que se obliene si т = 
8.3.10. ¿Será no singular la matriz 
оз 0-02 
1 0 —м 01 
0,4 0,5 2 1 
-05 04 1 1 


A= 


8.3.11". Sea A una matriz diagonalmente dominante de orden т 
y además para cierto número positivo a inferior a la unidad. 


аа 12 5 leuh i= 


Е 


п. 


Demostrar que рага la norma de la matriz inversa A”? son válidas 
las estimaciones 


Й А 1 1 
атт < саста (8.3.1) 


8.3.12. En los datos del problema 8.3.41 evaluar inferior y su- 
poriormente el número convenido cond æ (4) mediante los elementos 
diagonales de la matriz A y el número о. 
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8.3.13. Evaluar inferior y superiormente el número convenido 
conda (A) de la matriz n X n 


1 101 102... 10-9 
10 2 10 ‚ 104—0. 
102 102 з йч}. 


э aota з. оп 


ioe» 10- 


8.3.14. Sea R una matriz triangular de orden n tal que 
) гї) П £ para todos los i. j; 

b) га = 1 para todos los i. 

Haltar el valor máximo posible del número convenido cond æ (А). 

8.3.15. Supongamos que viene dada una sucesión de matrices 
Ay de orden fijado n, además, i} Ax [| = 1 y cond (41) — оо para 
k => со. Demostrar que det A, —> 0 para k — оо. 

De este modo teniendo fijado el orden de una matri 
del número convenido está relacionado con la disminución de la mag- 
nitud del determinante. Sin embargo, como muestra 8.3.14 cuando 
п es suficientemente grande el número convenido de una matriz puo- 
de ser muy grande aunque su determinante sea igual a 1. 

8.3.16. Mostrar que el número convenido de toda matriz está in- 
feriormente acotado por el número 1. 

8.3.17. Mostrar que al multiplicar una matriz A por un número 
no nulo su número convenido cond (A) no cambia. 

8.3.18. Hallar la expresión del número convenido espectral de 
wma matriz normal no singular А por sus autovalores у... An 

8.3.19. Hallar la expresión del número convenido espectral de 
una matriz А no singular de orden n X n por sus números singulares 
>>: no 

5.3.20. Demostrar que la igualdad cond, (А) = 1 tiene lugar si, 
y sólosi,A = aU „donde U es una matriz unitaria y с, Un número по 
nulo. 

8.3.21. Mostrar que la permutación de las filas y las columnas de 
una matriz А по cambia los números convenidos cond | w, (А) 

8.3.22. Mostrar que la multiplicación a la izquierda y la multi- 
plicación a la derecha de una matriz A por matrices unitarias arbitra- 
rias U y Y no cambian los números convenidos espectral y enclídeo 
de esta matriz. 

8.3.23. Demostrar las desigualdades 


+ el aumento 


máx TON A) <cond (4B)<cond (А) сопа (8). 


8.3.24. Dar una expresión explicita del número convenido cucli- 
deo cond є (А) de una matriz no singular А de orden 2 X 2 а través 
de sus elementos. 
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8.3.25. Mostrar que entre todas las matrices 2 x 2 no singulares, 
cuyos elementos son números enteros no negativos que no sobrepasan 
100. la matriz 
100 99 


99 98 
admito el mayor número convenido cuclídeo. 


8.3.26. A la solución de dos ecuaciones lineales con dos incógni- 
tas 


сих + AY = а, ayt + азу = а, 

cuya matriz А es real y no singular, le corresponde el problema geo- 
métrico de búsqueda del punto de intersección de dos rectas dadas 
por las ecuaciones del sistema. Demostrar que el ángulo a. entre estas 
rectas verifica la desigualdad 


leiga |< сопа. (4). 


8.3.27. Sea A una matriz definida positiva. Demostrar que el 
número convenido espectral de la matriz А + жЕ es una función 
monótonamente decreciente de a cuando a > 0. 

8.3.28. Sean А una matriz definida positiva y Ay, una submatriz 
principal arbitraria de A. Demostrar que 


cond; (41) < cond; (4). 


8.3.29, Sea A = STS la descomposición triangular de una ma- 
triz A definida positiva real. ¿Cómo están relacionados los números 
convenidos espectrales de las matrices A y S? 
8.3.30. Evaluar inferiormente el número convenido espectral de 

la matriz del sistema de ecuaciones lineales 

107, +102, + 307, = —5, 

0,4 а + 0,52, + 042, = 0,55, 

0,032, + 0,01z, + 0,012, = 0,045. 


Indicar el procedimiento de disminuir el número convenido de modo 
que el sistema obtenido Ат = 5 tenga cond, (А) = 3. Hallar la so- 
lución de este sistema. 

8.3.31*. Evaluar inferiormente cl número convenido espectral 
de la matriz del sistema 

а + 20 2, — 4007, = 1, 
0,27, — 22, — 20z, = 0,2, 
—0,04ж, — 0,22, + =; = 0,05. 

Indicar el procedimiento de disminuir el número convenido de modo 


que el sistema Ау = Ё tenga cond, (А) = 2. Hallar la solución de 
este sistema. 
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8.3.32. Sean |2 | una norma sobre mn espacio aritmético, 
NA 1а norma de matrices subordinada a ésta. Mostrar que si se 
cambia el segundo miembro del sistema de ecuaciones lineales Az = b 
en un vector соп norma igual al número e > 0, la solucóin del siste- 
ma puede cambiar en un vector cuya norma es e |} A~? ||. 

8.3.33. Evaluar la perturbación eventual de la solución del sis- 
tema 


= — 2у = 
— 22+ 40у 


si se cambia сп 0,01 los componentes del segundo miembro 
Hallar la solución dol sistema dado у del sistema de lo misma 
matriz y del mismo segundo miembro 


-1 
2,01 


8.3.34. Hallar el número convenido coad æ (4) de la matriz del 
sistema 


1,69, 
2,03. 


5z — 3,31y 
6z — 3,97y 


Indicar cómo cambia la solución de este sistema al pasar a wn siste- 
ma de la misma matriz y del mismo segundo miembro 


51"? 
ЕТ 


8.3.35. Hallar la solución aproximada del sistema 

2,5032, + 0,0022, — 0,0042, + 0,001, 

0,006iz, — 3,002, + 0,001x, — 0.001:, = 3, 

—0,002x, + 0,002x, + 4,998z, - 0,004x, = 10, 
0,005 — 0,0012, + 3,9972, =4, 


de modo que el error de cada componente no sobrepase 0,01. 
8.3.36. Hallar la solución aproximada del sistema 


И! 


0,5012, — 0,4992, + 0,001:, = 0,5, 
0,498, + 0,5022, — 0,001, = 0,5, 
0.0062, + 0,0072, + 3,0082, — 1.991:, = 0, 
—0,001z, — 2,001z, + 1.0005, = 0, 


de modo que el error de cada componente no sobrepase 0,06. 
8.3.37. Demostrar la desigualdad 
BA 
) п Г] 


їв-\--А-1 
APA di) рат 
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$ 8.4. Normas matriciales y valores propios (autovalores) 


Presentación de los problemas del párralo. En este párrafo hemos querido 
resentar algunas de las numerosas aplicaciones de las normas matriciales en 
os problemas relacionados con los valores propios (sutovalore) do las matrices 

complejas. 

Рорти esaltamos cri desigualdades ente исан y lag 
normas de matrices, Estas desigualdades pueden ser utilizadas рага indicar el 
dominia subre un piano complejo que contiene todos los valores propios de Ja 
matriz, Para este mismo fin sn puede aplicar cl teorema de Gershgarin (véase 
54-20), así como el teorema de perturbación de los valores prapios (véase el 
58.0, 

Utilizando las propiedades de los valores propios de las matrices hermitia- 
тав se puede modificar el teorema de pertuba aciones para este caso de modo que 
ss pueda obtener wna estimación de cada autovalor por separado (véase los pros 
blemas 8 4.258.432) 

Si se dan mna apro: 


mación de un valor propio А, bien separado y el antovec- 
tor X aproximado correspondiente de la matriz normal, el cociente de Rayleigh 
uesto para el vector 7 ба una aproximación do mucho mayor exactitud de 

sta cuestión se discute en los prablemas 8.4.33—8.4.39. 
Para concluir estudiamos la relación existente entre los valores propios de 
atriz y una matriz de vectores propios mal condicionada. Se muestra fá- 
entorno pequeño de una matriz que pasee autovalores cerca- 


una 
cilmente que en 
тюе о múltiples existe una matriz de estrnctura de Jordan. Esta ultima puede ser 
considerada como uu caso límite de una matriz can autovectores mal condicio: 


nados. Como observó Wilkinson. tiene también Jugar una relación reciproca: 
si para una matriz A (aun con valores propios hien separados) la matriz dr vecto- 
res propios es mal condicionada, en un entorno pequeño de А existe una mal 
con raiz múltiple. 


8.4.1*. Demostrar que el radio espectral de una matriz A verifica 
la desigualdad 


PASIA i, (8.4.1) 


evalquiera quo sea Ja norma matricial |А J|. 
8.4.2. Indicar el círculo sobre wn plano complejo que contiene 
todos los valores propios de la matriz 


=J 0 1+2 
о 2 +. 
ї+ 14i 0 


8.4.3. Demostrar que todos los sutovalores dle Ja matriz 


1-2 3 4 
2 4-1 Ш 
1-2 0 1 
11010 2-1 


pertenecen al circulo del plano complejo | z] < 6. 
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8.4.4. Demostrar que el autovalor máximo } y el autovalor mí- 
nimo Aa de la matriz simétrica 


62-3 0 
2:9 b t 
—3 5 13 –2 
01-2 20 


verifica las desigualdades 


2M<A<B, 0<%A<6. 


8.4.5. Demostrar que todos los valores propios de una matriz 
estocástica no sobrepasan la unidad en módulo. 
8.4.6. Demostrar que los valores propios de la matriz tri 
a b, 
с. 02 b; 
є 4 


iagonal 


verifican la desigualdad 
так (lar jt Тре 19-1. emban =0. 
¿Cómo utilizar este resultado al calcular los valores propios de nna 
matriz hermitiana usando el método de bisección? 
8.4.7. Demostrar que todas las raíces del polinomio / (z) = 


= аы” + an ld. > + ас + do, an + O зе contienen on ca- 
da uno de los círculos siguientes de un plano complejo 


a) 1=1<mix(1,| 


b) 12 1<<máx f| 


14 máx 
«9-1 
8.4.8*. Sea А, una matriz de estructura simple. Demostrar que 

existe una norma matricial |] А [| tal que para А = А, la relación 

(8.4.1) devione igualdad. 

8.4.9*. Sea А, una matriz arbitraria. Demostrar que para todo 
número positivo e existe una norma matricial || A || tal que || Æ f< 
< 04) + €. 

8.4.10. Demostrar que para una matriz normal А, | А, lla < 
< М (A) para toda norma matricial M (А). 

8.4.11. Demostrar que para una matriz arbitra 


ma matricial M (А) li Ao Il a< УМ (0) MAD. 
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ia А, y toda nor- 


8.4.12%, Sea A una matriz de orden л con valores propies Ay . > 
+ :, An. Demostrar la desigualdad de Schur siguiente: 


> ГА ПАЛЕ. (8.4.2) 
8.4.13*. Sean en Jos datos del problema 8.4.42 01, .... Up Y 
Br + Bn partes reales e imaginarias de los valores Ay, ..., М. 


Demostrar “que 


a) 4 D AUAHA is 


э 4 È пале. ваз) 


8.4.14*. Demostrar que (8.4.2) se hace igualdad si, y sólo si, А 
es una matriz normal. Esto es también válido para cada wna de las 
relaciones (8.4.3). 

8.4.15*. Sean A wna matriz n X п con autovalores Ay, - - ~, An 
y P, uma matriz no singular arbitrario. Demostrar que 


iní |j PAP |j 1A, P. 


¿Para qué matrices A se alcanza el límite inferior indicado? 
8.4.16*. Aplicando 8.4.14 demostrar que de la normalidad de las 
matrices A, B y AB se infiere la normalidad de BA. 

8.6.17*. Supongamos que la matriz normal А está dividida en 
células Ay, tales que 


A A =, йы 


A ше 


Am (а + Amm 


En este caso las células diagonales А,, son cuadradas y es posible 
que sean de órdenes distintos. Supongamos luego que los autovalores 
de A coinciden con el conjunto de autovalores de las matrices Ay, 
Demostrar que en este caso todas las células fuera de la diagonal 
Алу son mulas. 

8.6.18*. Sean Ay, ..., An valores propios у аз, ..., ал, nú- 
meros singulares de una matriz A. Demostrar que 


Iit... tih <a ++... + Om 


8.4.19*. Aplicando 8.4.18 demostrar que para toda matriz A de 
orden т 


DINIS E lasl 
e „= 
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8.4.20*. Demostrar el teorema de Gershgorin siguiente: Lodos los 
valores propios de una matriz А n X n perlenccen al domimo de 
un plano complejo que es una unión de n circulos 


10412, lasl 
Б 


8.4.21. Indicar el dominio del plano complejo que contiene todos 
Jos autovalores de la matriz 


1,23 0,03 0,04 
0,03 2.17 0,01||. 
0,02 0,04 3,06 


8.4.22, La matriz A verifica las desigualdades 


Rea <= Ў аці, ist, no 
и 
Demostrar que A ез una matriz estable. 
8.4.23. Aplicando el teorema de perturbación de los valores pro- 


pios indicar el dominio de un plano complejo que contiene 10005 los 
valores propios de la matriz 


0,499 1,001 —0,001 
—0,001 0,001 0,090 


2.001 1,499 0,001 | 


8.4.24. Supongamos que 


-2-12 1 1-1 
A 2 10, B=] 1-1 1 
о 04 A 1i 

Hallar el dominio de un plano complejo que contiene todos los valo- 


тсз propios de la matriz А + eB. Para ello utilizar el teorema de 
perturbación de los valores propios. 


8.4.25*. Sean А y І matrices hermitianas y Az, . - -, An antova- 
lores de la matriz A. Demostrar que cada intervalo 
=B laz A< IB 12 dc (8.4.4) 


contiene por Jo menos un valor propio de la matriz А + В. 


262 


8.4.26. Sean da, has Aa Y My: р, Ra Valores propios de las matrices 
A y B, respectivamente, donde 


23 —2 2,1 29 –2 
Ае 31 |. B=| 2909 01 


—2 0—1 -2 01 –1 


Demostrar que para cada Ay existe py tal que à; — py | S 0,3. 
8.4.27*. Tallar para la matriz 
2.10% —3 4 9991 
—3.10з% 4.10% —0,4993 —6-10% 
4408 —0,4993 2-404 —2.10% 
0,9001-10% —6-10% —2.40% 1-107 


los valores propios aproximados de tal modo que el error de cada uno 
no sobrepase 0,002. 

8.4.28. Supongamos que en los datos del problema 8.4.25 Ay 
es un valor propio de multiplicidad k. Demostrar que en este caso el 
intervalo 


= IBIS —– м< 1181. 


contiene por lo menos k valores propios de la matriz А + Л. 
8.4.29*, ПаПаг las aproximaciones de los valores propios de la 
matriz 
1,01 —1,99 оо 00 
— 1.99 1,01 —0,01 —0,01 
0,01 —0,01 — 0,01 —0,99 
0,01 —0,01 —0,99 —0,01 


de tal modo que el error de cada valor no sobrepase 0,02. 
8.4.30. Supongamos que en los datos del problema 8.4.25 el 
dominio D compuesto por los intervalos (8.4.4) se descompone en do- 
minio (es decir, intervalos) que no tienen puntos comunes. Demostrar 
que cada uno de estos dominios D contiene tantos autovalores de la 
matriz A + В cuantos intervalos del sistema (8.4.4) lo componen. En 
este caso, si А, es un autovalor múltiplo de A, el intervalo que le co- 
responde se cuenta tantas veces, como es su multiplicidad Ay. 
8.4.31. La matriz hermitiana А está dividida en células 


An Ap 
А. An 


de tal modo que А, y Az, son células cuadradas y || А, = к. 


Sean Ay, Ag, - - => An valores propios de A numerados en el orden de- 
creciente; És, >... E, valores propios de Дл... ., Moor ох 
valores propios de Az, у, por lin, ра, и. - - » Ja, пйшегоз del con- 
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junto А, s Er Mis ++ ++ Mn -, numerados igualmente en el orden 
decreciente. Demostrar que [M — p | < e i= 1, n. n. 

De este modo los valores propios de las células diagonales pueden 
ser considerados como aproximaciones de exactitud Е a los valores 
propios de la matriz misma А. 

8.4.32". Demostrar que la matriz siguiente A de orden 5 


1 UN 0 YN 
UN 14 2UN 
0 2N 4 

0,1 —0,2 

01 —i 0 

UN -02 0 2 


(con опа exactitud de hasta elementos que ocupan las posiciones 
(4,8) y (8,1); A es una matriz casi diagonal); 

а) para cualquiera que sea X > 0 tiene por lo menos un valor pro- 
pio en el intervalo 


vi 
— PRA 


b) para N= 10 tiene exactamente tres valores propios en ol inter- 
valo 


3 3 
—FSi 1 


En los problemas 8.4.33 — 8.4.35 se supone que A e~ una ma- 
triz normal, es un vector columna normalizado tal que 13 |l; = 1. 

8.4.33. Sea [Ат |1, = e. Demostrar que la matriz A posee un 
valor propio > tal que [A |< e. 

8.4.34. Para un número arbitrario p pongamos que e = [Ах — 


— HZ ll y: Mostrar que el círculo de un plano complejo | z — p |< 
< e contiene por lo menos un valor propio de la matriz А. 

8.4,35*. Sen A un autovalor de una matriz А situado en el cír- 
culo |2 — ро [< e (respecto a e véase 8.4.34) y supongamos que 
los demás valores propios Ay, . . ., An verifican la condición 


[M—=wl>a>e 


Designemos por сү el vector propio normalizado referente al valor 
propio A, y sea 


ae +2, (8.4.5) 


2м 


donde 21 е1. Demostrar que 
a) I| Az — poz lfa > a Iz llo 
b) 1 Az — ре. e, 2 lias da; 
c) la |> И cla; 
d) | (Az, z) — po [2 113 1< e/a. m 
De este modo, si e es suficientemente pequeño respecto a a, T 
puede ser considerado como una aproximación a ey- 
8.4.36. Sean А una matriz de orden п, т, un vector columna по 
mulo arbitrario de dimensión n. El número 
auna) 
raea 
se lama cociente de Rayleigh correspondiente al vector z. Demostrar 
que todo número p verifica la desigualdad 
lAz—r{z) 2. 1 Az— nz ia 


8.4.37. Demostrar que para una matriz normal А y todo vector 


normalizado 2 el círculo 
Таб 17 5 e 
contiene un valor propio de la matriz А. 
8.4.38*. Supongamos que en los datos del problema 8.4.35 ¡o 


es el cociente de Rayleigh asociado al vector т. Demostrar que en 
este caso tiene Jugar la estimación 


Mm <E (1 
8.4.39. Para la matriz simétrica A 


1 0,001 0,002 0,002 
0,001 2 0,002 0,002 
0,002 0,002 3 0,001 
0,002 0.002 0,001 4 


e.) llas los avtovalores con una exactitud de 0,005 utilizando 
4.25; 

b) mostrar que todos los elementos diagonales de la matriz А 
pueden ser considerados como cocientes de Rayleigh, indicando los 
vectores que les corresponden; 

с) demostrar que los elementos diagonales son aproximaciones a 
los valores propios respectivos con una exactitud de 107%. 

8.4.40. Supongamos que todos los autovalores M, -... An de 
una matriz А son distintos y que 2 = mín |à; — Ау 1. Demostrar 


че 
que existe una matriz B tal que ||B || +< d/2 y que la matriz A+B 
admite wm autovalor múltiplo. 


(8.4.5) 
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8.4.41". Demostrar que en los datos del problema 8.4.40 para 
todo número е > 0 existe una matriz C, tal que ЦС, l: < $ + e 
y que A + С, no es una matriz de estructura simple. 

8.4.42*. Todos los valores propios Ay, . . ., An de una matriz А 
son distintos. Sean z; un vector propio de la matriz А relativo a 
de yy. el vector propio de la matriz A* relativo a X,. Consideremos 
que 


СА 
BELEL 


Para л, у reales el número зү es el coseno del ángulo comprendido 
entre eslos vectores. Es evidente que | s; | no depende de la elección 
de un par concreto de vectores лү, y, (para A; dado). 

Demostrar que: 

а) para toda matriz X compuesta do vectores propios de la matriz 


сопа, STT: 


1) la matriz X puede ser elegida de tal modo que 


cond, (X)}<conds (X) = Y — 


De este modo el valor de los números | s; | puede servir de medida 
de condicionalidad de la matriz de vectores propios junto con su 
número de condicionalidad. 

8.4.43. Sea C una matriz triangular 


А с 
ол 


оо 


м 


y supongamos que el primer componente р, de cierto autovector pro- 
pio y de la matriz conjugada C* relativa al autovalor X, es mula. De- 
mostar que A, es un autovalor múltiplo de С. 

8.4.44. Las matrices A y A* poseen vectores propios хе y rolati- 
vos ad, y Ña, respectivamente, además (х, у) = 0. Demostrar que 
A, es un valor propio múltiplo de А. 

8.4.45*. Escribamos la matriz C del problema 8.4.43 en la for- 


ma celular 
elo 5, |. 


Consideremos que el autovector y de la matriz Се relativo al autova- 
lor ў, es normalizado y en vez de f, = 0 exijamos que ф, = e, 
Lel < 1. Presentemos el vector y bajo la forma 


e 
s=( ) 
z 
Demostrar que } es un antovalor de la matriz 
Cra Cai tie 


8.4.46. Demostrar que en los datos del problema 8.4.45 existe 
una matriz Ё tal que 


ё Let A 
a) 16-61 рт 1С: 
b) Č posee un valor propio múltiplo Ay. 
8.4.47. Sean д e y autoveclores normalizados de las matrices 
A y A* relativos a 2, y A, respectivamente. En este caso |s| = 
= 106.0) | == є & 1. Demostrar que existe una matriz Ñ tal que: 
з) NA AMS ПА: 


via 


b) А posee un autovalor múltiplo M. Por cso el que las matrices 
conjugadas tienen un par de autovectores casi ortogonales relativos 
a los autovalores conjugados testimonia la existencia deuna matriz 
cercana con autovalor múltiplo. 


INDICACIONES 


1.1.18. Aprovechando solamante la distributividad y la existencia de un 
elemento opuesto demostrar que para todo or z 0.2 = 0. Deducir de ello 
que (—1)-2=—=x. Por fin, aplicando la asociatividad de la adición demostrar 
que ah y= gr ER 

28. Escribir la combinación lineal Ayr; + 
жу, > >». жу, Suponiendo que entre los coeficientes Ay. . . ~, А, hay coeficientes 
no nulos y que entro estos últimos Ay es máximo en módulo, mostrar que el J= 
ésimo componente del vector уху +- - + haza es Diferente de cero. 

3.16. Utilizar el teorema 15.1 (V. Voevodin, р. 54). 

: Dtilizar 13.17 y 1.3.19- 

1.3.26. Mostrar que cada una de las transformaciones elementales conduce 
а un sistema equivalente de vectores. 

1.3.34, Sea rel rango del sistema de vectores zy. .  .. zy. En esto caso Jas 
primeras r filas de la matriz reducida a la forma trapezoidal (véase la solución 
del problema 12,8) som no nulas, Supongamos que en la matriz Inicial (stas 
son las filas de Índices ip. Demostrar que los vectores zips >- лу, 
constituyen la hase del sistema dado. 

1.3.36. Organizar la reducción de modo que los elementos nulos so sitíen 
en las imas filas y las últimas columnas de la matriz. 

1.3.37. Antes de comenzar la reducción disminuir la magnitud de las coor- 
denadas de vectores mediante transformaciones elementales. 

1.3.39. Si y] = вун, + >= -E жет, entonces se puedo lomar спо vector 
лүү lodo vector para el cual en esta descomposición el coeficiente e es diferente 
de сего. 

13:44. Utilizar 13:23. 
177.41: Completar la base arbitraria del subespacio £ hasta la hase ry, 
сеа del espacio Y. Obtener mediante transformaciones elementales del sis- 

dema 2... ey ma hase que satisfaga las condiciones del prablema. 

13:16, нәт 1.5.14. 

48. Utilizar 1.5.16. 

1.2. Sea e, tn la base del espacio lineal dado. Adoptemos para vec- 

tores arbitrarios z = ase, += >> + алев e у= е +... + дле 
tb H- + anpa- 

Verificar, si todas las propiedades del producto escalar son respetadas o no. 

2.1.8. Obtener la necesidad de la condición ac > è? considerando el cuadra- 
do escalar (х, г) del vector de la forma z = (ау, 1) como un trinomio cuadrado de 


а 


+ dara Че vectores 


“© 2.1.9. Obtener para el cuadrado escalar del vector z = (2,, аз, аз) la repre- 


tación 
(2) = ой + a + a)? + (a + аш. 
dad 2.1.10. Para vericilar el 4° axioma del producto escalar aplicar la desigual- 
jad: 


Maya ау Па оа 1? 
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, Introducir arbitrariamente el producto escalar sobre un subespacio 
entario de Ly utilizar el 24.13, 
2.1.16. Vénse V. Voovodin, el Lcorema 27.2, р. 9% 
Ила: 9) Vilar ao 7 
2.223. Para cada i i£ i< k, los vectores у... MY H 
forman una base ortogonal de la cápsula lineal tendida sobre los vectores zy,- -s 
++ gt Dor eso (n Fm) = O, pata tai mo 

2.2:25. Véase la indicación para el problema 2.1.2. 

23 а de las ecuaciones del sistema соо condición 
бад, 2. ал) y del vector compuesto de los 


rtnganalidad del vector 
coeficientes de la ecuacion. 

2.3.9. Aplicar la base del complemento ortogonal hallado en el 2.3.6. 

2.3.11. Véase la solución del problema 2.3.10. 

2.3.14. Los coeficientes de las ecuaciones del sistema dan las coordenadas 
de los vectores sobre los cuales está tendido Z4. Mediante el procedimiento em- 
pleado en el problema 2.3.10 hallar la perpendicular т y Juego hallar y como la 

2.3.27. Componer la base de Y сото una unión de bases de subespacios 
Ly. Lp e introducir en V el producto escalar según el 2.2.25 

4'16. Mostrar que en la descomposición del vector x: > = y + z. donde 
€L.z 1 L, el vector y € La у, por consiguiente, la perpendicular bajada des- 
le + sobre La coincide con JA perpendicular z desde r sohre 1. 

2.4.17. La perpendicular z hajada desde el vector т sohre Z єз coliueal al 


т 2.4.17. 
2-20; Para caloular ei, coseno del ángulo formado por z y un vector arhi- 
trario и del subespacio Z aplicar la descomposición z=y + z, donde y € L, 3 LL. 

2.4.23. Véase la indicación para el 24.10, 

2.5.2. Igualmente como en el problema 2.1.2 (véase la indicación) fijemos 
la base а, pa los vectores arbitrarios т e y adoptemos (z, y) = оу + 

эй б 

2.5.5. Vease la indicación para el 2.4.10. 

2.5.13. с) Si ey. . . .. en es una base del espacio П mostrar que Lodo vector 
de С ез una combinación lineal de vectores e, + 19, - >. en + (0. 

3.1,21. Obtener pare el número та de términos no nlos contenidos en el 
determinante de orden л de la jorma dada la relación recurrente: mp = ты + 
+1. En este caso лы = 1. 

3.1.22. Obtener la rela т-у + тз para el número 
mp de inante de orden п de la for- 
ша dada. La solución general de vna tal ecuación (véase el $ 3.0) 


maa (EA (EE Y 


Las constantes сз y ez se determinan según las condiciones: тү = 1, m = 2. 

3.1.23. Obtener la relación recurrente m, = 2m,-, para el número ma 
de términos no nulos contenidos en el determinante de orden n de Ja forma dada. 
En este caso my = 1 

3.1.25. Sea P, (£) un determinante de orden я de la forma dada. Obtener 
la colación recurróto siguiente. Pa (0) = (Po (0,4 а. 

3.1.34. Mostrar que la transformación dada del determinanto es equivalen- 
te a la multiplicación de sus filas рос æ. a, -... a” y de sus columnas ar, 
ar, .... а^, respectivamente. 

4/35. Aplicar 3.1.34. 

130: Tronsponer el determinante. 
3.1.37. Transponer el determinante. 
3.1:40. Utilizar 3.4.38. 

3.1.42. Transponer el determinanto y utilizar 3.1.40. 
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3.1.43, La transformación indicada del determinante puede ser тген ран 
da pora transposición respecto a a diagonal principal y la permulación d filas 
en el orden inverso. 

-34- БА palivomio de cuarto grado posee no más de enatro raíces d 
3.1056. Dilerruciar el Lérmino gencral del determinante 
32:6, Molar 3.1.35- 

32:20. El determinante dado tiene forma casi triangular. Si esto determi- 
nante se descompone por las dos primeras columnas, la suma consta sólo е (res 
términos 

3.2.26. Descomponer el determinante por las tres primeras coltmnas. 

3.2:33. Nestar la primera fila de la segunda, la tercera y do la emaria. 
32745: Mostrar que para el determinante d, de la forma dada se comple la 
relación recurrente dp — 2 сөз ай, — б„-у. En еме caso dy = 0087, de = 

Фо о — 1 == cos 2a 

3.3.1. El vector by se obtiene restando de a; la combi 

315.13. Véase V. Voevodin, el teorema 41.2. p. 145. 

3.3.16. Todo menor principal del determinante de Gram cs lamhién un do- 
terminante dle Gram para cl subsistema del sistema de vectores dado. 

3.3.17. Utilizar ААЛА, 

313.18. Utilizar 8317 y 33,3. 

Vtalizar 3317 y 3.313. 
K. Utilizar 3.3182 


ión lineal de verto- 


эг bajarla desde el vector ry ay енге da 
0 sobrepasa la longitud de esto vector; 
desde el vector zj, 14-{< К 
73-1 Po sobrepasa la longitud de 
ijada desde este vector sobre 14 саёрзийа Пелі de los vertores 


Mora 38." ktimplazar el elemento del caso (n, 1} por (1)9-220=2, 
343. Шаг 1228. po 
demustrar la última afirmación del problema utilizar 3.3 25 


jnda las filas y las columnas hacer pasar el menor 47 а las 
primeras filas y Jas primeras columnas de la matriz y aplicar el método de Gauss. 

3.4.9. Utilizar 3.2.11 teniendo en cuenta que el método de Gauss consista en 
una sucesión de transformaciones elementales de las filas y las columnos del de= 
terminante. 

3.4.16. Antes Че aplicar el método de Gauss disminuir la тариіи 
elementos del determinante por transformaciones elementales. 

ад Мент los elementos de cada fil al común denominador y aplicar 

EX 


de los 


El determinante se obtiene bordeando el determinante del problema 


о. 
$428. El determinante se obtiene Dordcando el determinante del problema 
342, 

3.4.35. b) Aplicar las fórmulas del (k + 1)-ésimo paso del método do elimi- 


nación teniendo en cuenta que las rel: 


por la unidad en módulo. 

3.4.41. Aplicar a cada uno de n grupos de n filas del determinante D las 
transformaciones que reducen la matriz А a una forma triangular. Ohteniremos 
el determinante cuya matriz está compuesta de m células triangulares 
Este determinante puede ser descompuesto utilizando el teorema de Laplace 
о un modo análogo e 3.2.27, b). 

4.1.2. Demostrar que 


Tango del sistema de columnas es n — 1 
20 


4.1.3. Demostrar utilizando 4.1.2 que las columnas de la matriz А que соп 
tienen el menor Af constituyen Ja base del sistema de columnas. 
4.1.4. Utilizar 1.3.39. 

E submatriz formada por r columnas linealmente indepen- 
ntes dadas. Mostrar que Jas filas que contienen el menor dado son en esta 
submatriz filas de base. А 

4.1.9. El rango de la matriz de Gram es igual al orden más elevada de me- 
noros principales diferentes de cero de esta metriz. Para las menores principales 
de uno matriz de Gram véase el 3.3.16. 

АИ. Utilizar 34.16. 
se об 1:12: Las primeras r columnas contienen por lo monos un menor no nulo 

4.1.20. El aumento indicado del rango puede ser obtenido cambiando los 
elementos del menor complementario del menor de base. 

4.1-22. Vtilmar 4.1.1 à 

Ги as filas de la matriz son ortogonales. 

4-1:30. Véase cl 1.2.28. 

4.1.36. Demostrar que el menor de orden А situado en las primeras fila y 
columna no es igual a cero. 

4.2.5. Utilizar 4.24 

4.2.9. Véase el 1 5.38. 

4.2.19. Establecer el isomorfismo entre Af y un subespacio arbitrario com- 
plementario de L- 

4.2.33. El hecho de que la intersección es un plano se deduce del 4.2.14. 
йе caso, si Zy. +. Ly son subespacios directores de los hiperplanos dados, 
entonces 


dimi п... Na) = dim (La п... A La) 
Ahora demostrar mediante Ja inducción que en un espacio de dimensión n Ja di 
mensión de la intersección de k subespacios de dimensión (n — 1) no es inferior 


5.3.3. Si я = з, + Ln ез el hiperplano dado, escribiéndolo bajo la forma 
(л, 2) = b se puede tomar como vector n todo vector no nulo de 21. Ер este 
caso b = (m, ro) 

7, 0) se dedues del 4.3.8: b) se deduce de los 4.2.34 y 4.3.7. 

. En un espacio cuelideo la distancia posee evidentemente la propie- 
аза {г u) = p (2 — Te u — п, 

A320. Véase In indicación para el 4.3.47. 
- Advertir que L (Pis ру, 9а. 92) Puede ser descrito por la ecuación 


БІ vector ло — ve єз ertog 


Lal subespacio Z (P. ру, в. 69) 
3.27. Introducir en el espacio el producto escalar de modo que la baso d 
da se haga ortonormalizada. 

3.28. Véase la indicación para el 4.3.27. _ 

4.3.29. Sea ey. + v. гу la baso del subespacio director del plano Р. Comple- 
tar Masta la base el Sisiema de vectores linealmente independientes €. 
"еу. y lvego con ayuda de esta base introducir el producto escalar. 

1902 Los subespacios £ (us, <- m) Y Lleno =- мй deben coincidir. 
Жан. Véanse los 44-40 Y 483. 
4:4:32:.Vtiicar 44-10. 
дА 
д 


724. Realizar el cambio de variables 1, = 321: 1, = 2%, 
4.28. Utilizar 4.1-36. 
4.4.30. Hallar la base del complemento ortogonal de Z (у. уу, уз}. 
4.4.32. Si a la matriz del sistema se le añade de un modo arbitrario la n-ée 
ma fila, los números (—1)!А; de la matriz cuadrada obtenida son (con wna exac- 
ttai hasta, el signo igual para los п números) enfactores de los plementos de a 
тебеа fila 
44.34. Utilizar 44.32. 
4.5.3, Utilizar 4.5.2 


э 


4.5.10. Véase el 44.44. 
4.5.18. Realizar el cambio de variables: t = (iry, f = Эг fa = May. 


t 


4.5.19. Multyplicar la tercera ecuación del sistema por 10, la cuarta, por 
107i у lugo realizar el cambio de variables: ty = 10005, fs = 0,00174, f = 

den t = Tora. 
Эй, Vénse'el 4.4.28. 
4.5.36. Construir la solución general del sistema de ecuaciones dado y ha- 
Паге sistema fundamental de soluciones del sistema homogêneo seducido. Tên- 
gase en cuenta el hecho de que la solución normal debe se? ortogon: 
fema fundamental. 
48. mp: el polinomio f (0) por la base 1, £ — а, {t — 
..50. Demostrar que solamente el polinomio nulo satisface las condiciones 
homogéneas correspondientes. 

25:32: Utilizar las fórmulas de Cramer y 3.1.58. 

Antas ins: 


5.4.58. Asignar п cada vector de T4 cl plano de sus imágenes recíprocas. 

51.60. Según el 5.1.59 el subespacio ТА es isomorío al espacio cociente del 
espacio X por el subespacio M4- 

5.1.63. Utilizar 5.1.43. 

5.4.65. Sea yı = Azu, .... уу = Az una base arbitraria del subespacio 
L. Mostrar que la iruagen recíproca Completa L es una suma directa de los subes- 
pacios Na у (тыс. зы. 

52:32 Utilizar 5045. 

5.2.9. El conjunto de todos los operadores que aplican el espacio X de 
dimensión nen un espacio unidimensional es de dimensión » (véase el 
523 

%.2.14. Mostrar que si Af es un subespacio arbitrario complementario de N, 
los espacios wary y Км son isomorlos. 

5.2.15. a) Sea er tn Cierta base de X. Para el operador dado A de 
wyr fijemos descomposiciones cualesquiera de vectores Дер... Ае por los 
subespacios La y Ta; Ае = щ + vy, 07 € Ly. 07 € La- Entonces, A 
donde Ares = ш. Азер = Vy 

35.2.16. Utilizar 1.5.46. 
. Utilizar 5.2.4 
18: Demostrar que ТА ар = X. 


+4 


E шуын 
1-а} Utilizar iones: Taa = Tp y Тва = BTA 
lizar la igualdad (ВАУ X бт, 
ra E ш (Тас A N p) 
алс = rac — dim ira 
TE ^6 5 
5.3.11. Utilizar 5.3410. 

5.3.14. Si 4? = 0, entonces a = 0. Para A3 s 0 utilizar 5.2.25. 

33:17. Mostrar que la intersección de Лр y Tp consta solamente de un vec- 
tor milo y además PTp = Tp- 

5.3.18. a) Utilizar 5.3.07. 

9.320. Los operadores E, A, At, .. .‚ А2 son linealmente dependientes. 


5.3.23. Utilizar 5.3.16, 5.3.15. 


ra — dim (Ta NN p 


22 


47. Si z es un vector no mulo de Na» entonces / (4) z чё O contraria- 
mente a la condición de que / () es un polinomio anulador. 

5.3.48. Si el término independiente ез nulo, so puedo hallar un polinomio de 
grado menor que anula también el operador dado. 

9.3.49. Utilizar 5.3.20. 

5.4.8. Caleular primeramento BC. 

5.4.9. Calcular primeramento ВС. 

5.4.28. Aplicar el teorema segón ol cual toda permutación puedo sor des- 
compuesta on ча producto de transposición, 

5.4.35. Suponer que la matriz J} es de la forma J, = АЕ + А, donde А 
es ena ctulade Jordan relativa al número 0 y utilizar el Tesuliado del problema 

5.4.6. M), c) Construir para la matriz diagonal 
verpolación f (o) tal que / G) = ш. 1 = 1, 

5.4.40. Utilizar 5.4.39. 


а A el polinomio de in- 


5.4.57. Las columnas do AB son combinaciones lineales de las columnas de 
A, es fiin de А son combinaciones lineales do la filas de 2. 
ЖИК 
ir las mairices A у В en cuatro células cuadradas de orden 2 y 
aplicar el teoroma de Strassen a estas células. Para calcular ol producto do cólu- 
oritmo de Strassen- 
3.4.13. d) Utilizar la multiplicación de matrices colulares. 
54:77. b) Véaso el 3441. е 
55412. Aplicando las propiedades de la simotría (antisimotría) respecto а la 
Чопа] priocipal y la по priocipal e puedo Limitar calcular cuatro menores, 
Para calcular el determinante utilizar la ortogonalidad de sus filas. 
15. Utilizar ol resultado de problema 5.5.12. 
5.17. So puedo, por ejemplo, utilizar la afirmación del problema 5.3.49. 
según la cual la matriz inversa A~ es un polinomio de la matriz A. 
18. Utilizar 5.4.49. 
<19. Utilizar 5.4.52. 
120. Aplicar dos procedimientos para hallar en el producto A-'4 == E 
a de elementos de la tésima fila. 


6.527. Representar а mate bafo 1а forma е К + E) у var зла 


aqui Jo es una célula de Jordan rolerento al número 0. 
5.3.28. Según el 5.5.18 es suficiente calcular sólo los elementos de la fila 
superior de la matriz inversa. 
5.5.32. Si Р es una matriz de permutaciones de la forma 


0 1 


РА es una matriz triangular superior. 
5.5.39. Obtener conmutando las filas que todos los menores principales 
directores se hagan diferentes de cero. 
5.5.46. Mostrar quo /й=п/„. 
55:50. Utili AT. 
5.5:54. Utilizar 5.5.53. 
905.90: Aplicar a Ja matriz 5.5.55 el resultado del problema 5.5.51 
55.57. Utilizar 5.5.53. 


ЕП 23 


5.5.61. Representar Ja matriz М bajo la forma del producto 


NI octal 


el orden de la matriz A, k + 1 оз el orden de la matriz Af. 

Utilizar 54.73, @. 

Véase el 5.5.60. 

Utilizar las fórmulas del problema 5.5.62. 

: Utilizar las fórmulas del problema 5.5.64. 

Utilizar 5.5.65. 

1 Diferenciar la igualdad 447 = E. 

: Utilizar la ngula del problema 5.575. 
problema 5.5.75. 


56-29, Examinar el operador que la matriz А da en un par de bases arhitra- 
ias de los espacios X e Y- 

5.6.30. Utilizar el 5.6.29. 
32. Supongamos que para la matriz A, cualquiera que sea la matri 
ho singular P. 


PAP = A o bicn AP = РА. 


Verilicar que cl lema de Scbur (véase el 5.4.40) sigue siendo válido también en el 
caso si se supone que А es conmutable soJamento con todas las matrices А no sin- 
gulares. 

5.6.36. Mostrar que la simetría de la matriz respecto de su centro ез una 
transformación semejante con la matriz P (véase le indicación para el 5.5.32). 
La igualdad de los trazas de matrices semejantes puedo deducirse 
-e 
2. Utilizar el 5.6.22. 
17. La matriz A es un polinomio de la mat 
6.1.19. Véase V. Voevodin, el teorema 6-5-1, 


Véase el 54-37. 
Véase el 5.4.39. 

1 Vénso el 5.4.36. 

6.1.38. Escribir la condición P-14P=A bajo la forma АР = РА y anotar 
esta última por columnas. 

6.140. Utilizar Та propiedad del producto de Kronecker del 54.73; d). 
Véase el 5642. 

6.1.43. Véase el 5643. 
6.2.2. Véase el 3.24. 
3. El rango de la matriz es igual a la unidad. 

El rango do la matriz es igual а dos. 
Utilizar el 5.5.77. 
3. Mostrar que т (4) = 009. 
72:19. Utilizar la matriz del operador construida en el 5, 
6.2.20. Utilizar la matriz del operador construida en el 
6.2.21. Véase el 6-18, 

6.2.41. Examinar la matriz dol operador en la baso cuyos primeros vectores 
forman una bose del subespacio propio correspondiente a А. Con ayuda de esta 
matriz calcular el polinomio característico del operador. 

$2.49. Mostrar que para todo valor propio Аз el tango de la matriz АЕ — 

CUM) es igual a n = Te 
6.2.56. La matriz РТ es una matriz do Frobenius del polinomio f (A) = 


‚ла. 


3, а). 


2а 


6.2.60. Utilizar la igualdad matricial 


MEm—AB А | [Em 0 ү ре о [| р. А 

| ll 2.118 En [5 і 
6.2.61. Utilizar la igualdad matricial 

EEN PEA —BI_¡ME-(4+8) 0 ЕЕ 
[ЇЇ Т» a E Y l 


6.2.64, Utilizar la igualdad matricial 


Ие 0Р2 о 82 allo l 


Tódo subespacio de dimensión k — £ puede ser representado como 
intersección de los subespacios de dimensión +. De este mado todo subespacio de 
dimensión k — 4 es también invariante respecto a А. 

5.3.9. Aplicar el 6.3.3 al operador Л АЕ, donde Ay es el valor propio de 
A. 

6.3.21. Utilizar el 6.348, a). 

6.3.26. Utilizar el 6.3.44 y el 6.3.25. 

6.3.27. Utilizar el 6.3.14- 

6.3.28. Si n es la dimensión del espacio, entonces G contiene по más de 1% 
operadores Jinealmente independientes, por lo que basta demostrar la afirmación 

un número finito de operadores de permutación, por ejemplo, por inducción 
sobre este número. 

6.3.30. En cada par de subespacios invariantes del operador de derivación 
uno está encajado en el otro. т 

3.32. Supongamos que todas las raíces del polinomio característico del 
operador A son complejos; сайа una de ellas es un valor propio del operador co- 
rrespondiente А. Mostrar que si A es un valor propio arbitrario de А. z = z-+íy 
es el vector propio de А referente a A. entonces el subespacio tendido sobre los 
vectores reales z о y es de dimensión 2 y es invarianto respecto a А. 
6.3.36. Utilizar el 6.35. 


0390. ши izar el 6.3. iS ТЕЗ i { 
6.342. Mostrar que para cada uno de los valores propios Ay, - + + Ay 0 
detecta de la matriz B — ME es Igual a ky sil de 

6.3.46. Repetir la consirucción del problema 6.3.38 teniendo en cuenta el 
problema 6.342. 

Дө. “Véase el 6.348, b). 

6.4.1. Demostrar que para el número g indicado en el 5.3.10 Jos suhespacios 
Na у Тү se intersecan solamente por el vector nulo. 

6.422. Sea X = N + Т la descomposición obtenida en el 64.1, donde № 
es el núcleo y Г es la imagen del operador AS. Si X = M, + 7, es cualquier otra 
descomposición tal que A/M es un operador nilpotente y A/T, es un operador по 
Singular, mostrar que ME N. Tye Te 

з Е! polinomio carateristico del operador A es igual al producto do 
tos pnlinomios caracteristicos de los operadores A/N Y AIT. 

% 4-4- Aplicar 6.4.1 al operador А — ME y mostrar que en la descomposi= 
ción X = M, + 7, el subespacio M, posee todas las propiedades exigidas de 
Kay Luego descomponer el subespacio 7, partiendo ЧЫ operador А — hë, 


Utilizor los problomas 64.2 у 6.343. 
6 4.9. Véase el 6.3.50. т 


ase 275 


4.40. Utilizar la descomposición (64.2 
ЖИЕ ыша el АЛЕ, era 
4:16: Para hallar los valores propios de la matriz utilizar el 6.261 
437: Comparar con el 6-3-17. 
38. Шаг 64417, e) y 64.37 
А. Elegir los vectores linealmente independientes xi. . ... zp tales 
те qu раја Fins! na suma dirota con Жен, dé todo el espacio Y. 
y жа м 

CAST. De ncuerdo con е б 1-58 la sucesión de números р, 
decregionto. 

4-62. La matriz эл reduce a la forma casi diagonal por las mismas perau- 
taciones de las Tilas y las columnas. 

72. Utilizar a 8448 

04775: Utilizar 1 64.34, 04.48, 64.55. 
Jordan del operador. 

DRE ү calcular el incremento 

REJE por Ў, y volver a calcular e) 


+ presna 


16. Utilizar la forma de 
.4.80. Elevar al cuadrado la mat 
del defecto; multiplicar la matriz (7 — 
incremento del delecto, etc. 

6.4.86. Advertir que la matriz 


1.0141 
BS 1-13 
0.12 


verifica la igualdad B? = 0. Elevando la matriz А — Е a una potencia aprove 
char el hecho de que la matriz es casi triangular. 

6.4.87. Véase la indicación para el 6.4.86. 

EEBS: El defecto del operador es igual а uno 

6.4.91. Verilicar la igualdad do los rangos y las trazas de las matricos А, 
Da 

6.4.98. Utilizar el 6.4.39. 

64,100. Sea А = PAP=A, donde A es una matriz diagonal. En esto с 
la matriz A X В es semejante a la matriz A X J y A X En + Em X B es 
semejante а A X En + Em X J- 

84.402. Utilizar 6.4.32. 

ar la matriz del operador en el sistema de coordonadas carte- 


7.4.9. Exa 
sianas. 

7.4.12. Advertir que la baso b) del problema 7.1.11 es ortonormalizada en 
el sentido del producto escalar (7-1.2) 

7774.43. Verificar, si la base c) del problema 7.1.11 es ortogonal en el sentido 

delípraducio escalar (7.1-3) o по y utilizar el resultado del 7.4.6 
11.22. Utilizar сі 6.4.77. 

7.4.23. Utilizar la correspondencia entro los operadores conjugados y las 
matrices conjugadas. 

7.1.34. Utilizar ol resultado del problema 6.3.17. 

1-30; Aprovechar la existencia dl vector propio común de los operadores 
conmutables A* y B* y, por consecuencia, del subespacio invariante común de 
dimensión n — 1 de los operadores A y B. Aquí n es la dimensión del espacio. 

7.1 40. Utilizar el teorema de Schur. 

7445. Utilizar el 74.7. 


1446. 
Utilizar el 7.445. 
Mostrar que Уд = Nas 


7 TAi 
7.2.20. Deducir do la condición dada que los subespacios principales del 


operador А coincidon con sus subespacios propios y son ortogonales de dos en 
оз. 


тз 


7.2.23. Utilizar el 7.2.18. 

7.2.24. Demostrar que existo una hase ortonormalizada de vectores propins 
del operador А repitiendo el proceso do construcción de la haso de Schur. 

Рз Utilizar el 8.3.25. Una otra solución posible utiliza ol 7.2.13. 

7.2.26. Utilizar el 7.2.25. 

7.2.22. La matriz dada se distingue de la matriz real por el término—t£. 

7.2.36. Introducir el producto escalar con ayuda de la Базе de autovectores 
del operador А. e в я 

7.2.38. Demostrando la necesidad construir el polinomio de intorpolación 
1 09) al que cada valor propio Ay del operador А verifica la condición f (М) 


17.2.40. Véase el 7.4.40. 

7.2.47. Utilizar la descomposición del vector z por una basn orlonormi 
да do antovectores del operador A. 

1248. Aplicar el 7.247 al vector x= (i 1 I7. Р 
7.2.50. Para demostrar la última afirmación mostrar que en el subespacio 


propio del operador А relativo al autovalor à se puede elegir una base compuesta 
lo Vectores ercales». es decir, de vectores de la forma 2 -+ 10. 

7.3.9. Examinar la matriz del operador en vna baso ortonormalizada do 
vectores propios y aprovechar el hecho de quo por los puntos del plano complejo 
у Аз зе їтәзаг una citenoferencia. 

3.13. Verificar que A? = E. 
7.3.16. De los datos del problema se puede deducir la acción que ejerco el 
uperador sobre el polinomio Ё — 2e + (2 ortogonal a los dos polinomios dados 
ТҮ. P y — 62 Al componer la matriz del operador Q en а base formada 
por estos polinomios pasar a la base necesaria 1, £. P. 
73.18. Véase el 7.3.19. 


7.320. Utilizar la relación (=, э) 


ПЕТЪР 


т рага cl raso 


Led y i? lr til rti lr iy yt 


y 1 


para el espacio complejo. 

7.3.39. Examinar la sucesión de matrices 7, 
tros de cada una do ellas so eligen conforme al 7. 

7.4.8. Adoptar los vectores z o y como base del espacio. 

7.410. El operador antisimétrico del espacio tridimensional es singular. 
Examinar lo matriz del operador Æ en a baso ortonormalizada, uno de cuyos 
vectores pertenece al núcleo Ж. ; 

7. erilicar, si (тү, y) = би, zj) para 096]. 

Ти: пшрд) o oai a ыг polinomios dados 1, (1) = 
=2 1 u— пу}, (0 =2— tF 28 y de la misma longitud. A partir de las 
datos del problema so puede obtenerla matriz del operador $ en la baso ortogo- 
nal f 9; fa 12,0 эче pasos ala base necesaria 1, tu 
4.4.27. Examinar la matriz del operado A en la base ortonormalizada de sus 
autovectores. Trazar una linea recta por los autovalores Ay, - »-, Ay Sobre el 
plano complejo. 

7.4.32. Según el 7.4.30 la i- 
ferente al valor propio A. 

ТАГИ Mostrar que los autovalores de la matriz hermitiana irreductible 
no pueden ser múltiplos. 

7.4.43. a) La raíz común de los polinomios f; ,, (4) y J; 0) es también la га- 
íz del polinomio / у 0), ete. Pero el polinomio Ja (A) же 1 no tieno raíces; b) 
utilizar а) y 7.4.39; €) utilizar la relación recurrente. 

7.4.48: Calcular la sucesión (7.4.8) según las fórmulas de relación recurren- 

to que enlazan los polinomios ў, (4). 

7-4.51. Mostrar que la matriz A es semejante a lo matriz hermitiana tridia- 
кова! irreductible 


э; Tin ++. Tani 108 parámo: 
в. 


sima columna unidad ey es el vector propio re- 


т 


7.4.52. Para demostrar b) utilizar el 7.2.50. 

7.5.9. Sin limitar la geveralídad se puedo considerar que la submatriz prio- 
cipal de orden k en cuestión se sitúa en las primeras Jilas y las primeras colum- 
таз de lo matriz dada JF. En esto caso hace falta examinar el producto escalar 
(йт, т) para aquellos vectores columna z cuyos sólo los primeros k componentes 
pueden ser diferentes de cero. 

7.5.10. Sean Г una matriz de Gram, т = (21, -... ay)? un vector colum- 
na de dimensión k arbitrario. Mostrar que (Гу, 2) = | mz, +... + шугу} 

1,5-6. a) Utilizar la descomposición del vector z por 10s autovectores del 
operador 

"99903. Utilizar el 7.5.22. 
24. Utilizar el criterio del 7.5.18. 
25. Utilizar el 7.4.53. 


м 
matriz principal del producto de Kronecket Л, X Za. 


jón рог lòs autovectores del nperadór //. 
) Util РЫ a el 7e Шш 

7.5.36.` Para doi iciencia do la condicil 
7.5.44. Utilizar el 7.5.24. 
7.5,63. Utilizar el 7.5.30. 
7.5.44. Aplicar el criterio do Sylvester. 
15:45: Vease V. Voevodin, р. 270 
зө. M = AH. 

7.5.50. Para extrace la raíz cuadrada de la matriz Т utilizar la desigualdad 
de Hadamard Г зе el 3.3.3). 

7.551. Utilizar el 33:25, 

7.5.55.. Utilizar el 7.532. 

7.5.56. Mostrar que el operador 475 posec los mismos valores propios que el 
operador hermitiano SAHS. 

7.5.62. Véase У. Voevodin, el $ 78. 

7.6.8. Examinar las matrices del operador de derivación y de su conjugado 


in utilizar el 74.35, 


nes n y m, respectivamente. Examinar el operador engendrado por la 
A cu uu par de bases ortonormalizadas de espacios X e Y y utilizar la existencia 
de bases singulares de este operador. 


izar el 7.6.26. 
ilizando el 7.5.28 demostrar que en la forma de Schur del opera- 
ulos todos los elementos fuera do la diagonal de aquellas fila y colum- 
na оп cuya intersección so balla Ay. 

70:00. Utiligado el 15:29 denostras La existencia d 
vectores propios de Jores А y AS. 
7.4.3. La demostración es análoga a la del 7.4. 
16.38, Las columnas de la matriz son ortogonales. 
7.6.40. El rango de la matriz es igual a uno. 
7.6.52. Utilizar el 7.6.20. 


Se 


а baso común de 


36. 
7.6.50. Véase la solución del 7.649, 
176.51. Utilizar la igualdad A/T.,« 
Tas) = UIT ao 


MIT AY QUITA) o bien QT) X 


6 
7.7.43. Aprovechar la existencia de la baso ortonormalizada común do vec- 
tores propios de los operadores normales conmutables tvéaso el 7.240). 
7.7.17. b) АН es semejante a la matriz MRAR A = AID + 
+ ийиш: 
7.7.48. Realizar la transformación de semejanza Я = DAD-, donde D 
es Ја matriz diagonal con elementos diagonales positivos elegidos de modo que 


0,2,0... л ila matriz Д verifica: 2,41 = — Шш. Luego 
каг el teorema de Bendixsan (véase el 7.1.15). sl 

7.7.19. Aplicar el teorema de Bendixson. 

7:720, Ехашіпаг la igualdad АН = E + IHF; у most 
Idet (443912 1. 

'7.7.21. Examinar la descomposición hermitiana de la matriz del operador 
A en а baso de Schur y utilizar el 7.5.50. 

7.5.8. Utilizar el 7.5.62. 

7.8.41. El vector b = (1 1 1)7 es ortogonal'a ТА. 

7.8.15. La matriz del sistema es no поа: 

7.8.18. El sistema se descompono on dos sistemas: uno respecto а эү, z4 у 
el otro Espeto a, гү a, 

«Т 7з. 


т que 


7.8.22. Utilizar 
7 Utilizar el 7.8.6. 
7.8.32. Utilizar el 7. 


п: раг 74325 таа y ВЕР 

"38: De los datos se deduce que Tay = Ty: Npa = Na Para demos: 
trar la relación necesaria utilizar el 7.8.28: 7 7 04 A 

7.8.39. Mostrar que los dos operadores actúan del mismo modo sobre los 
vectores de la base singular г.г, 

78-42. a), D). Utilizar el 7.848) primero mostrar que lo imagen y el mů- 
cleo del operador X soa los mismos que del operador 4°: luego deducir e la 
ecuación AAX = А* que la acción de X sobre el par de subespacios Ta y 
Ta» es opuesta a 1а del operado: 4 

1.8.43. Utilizar el 7842, a). 

71916. La demostración es la misma que para la ley de inercia. 

T.9:(i. Hacer uso de la ley de inercia. 

7.9.1: Notar que еп el paso de у-у а Da y el número de coincidencias do 
signos y el número de cambio do signos aumenta ¿a una cada uno, independiente- 
mente del signo atribuido a Da- En este caso el número de autovalores positivos 
Yel número de autovalores negativos d la submatriz А, ы оз mayor on unocada 
bno quo el айшего correspondiente de la submatriz Ay. 

Véase el 7940 
7.9.40. Utilizar el 5.6.36. 
7.9.42, Mostrar que en caso de la transformación no singular de las dos for- 


amas las raices z do la ccuación no cambian. 
7,9,44. Utilizar el 7240. 
7.9.50. Sean A y 2 matrices de las formas cuadráticas F y G y supongamos 


ме B == 575 es la descomposición triangular de la matriz B. Las raices z 
lo la ecuación | А —28 | = 0 son valores propios de la matriz simétrica 
(50714 5-1, por eso se puede utilizar el 7.4.30. 

7.10.4. Si Az = Bz = 0, (А — АВ) z = 0 para cualquier А. 

7.10.7. Utilizar el 7.10. 

7:10:13. Pasar al par (A — aB, В), donde la primera matriz no es singu- 
Jar, y utilizar el 7.10.12. Luego volver а (4, B) y transformar en une su- 
ma directa correspondiente los últimos sumendos a partir do que un par de tipo 


(En +04 Mp, Му) cs equivalente al par (Еу, Ў), donde Ny = (Ез + NJ UN po 
Mostrar que las matrices W, y Ña son semejantes y, por consiguiente, cada par 
(En, Ñ) de la suma directa puede ser sustituido por el par (En, Na) 


эт 


forma canónica (7.10.5) del Jar, de matrices dado. 
logía con la solución del problema 7.10,23 eligien- 


P= 


bal Ыы 


donde Р y @ so construyen por Å y 5 del mismo modo que en el primor paso ban 
sido созар Py y Qy por A Y В, 

7.40.32. Pasar al par (B, А — aB) con matriz no singular А — aB y apro- 
vechar el resultado del problema 7.10.31. Obtener de aqni la fórmula do Schur 
del par inicial (Д, В). i y 

E12. Фу Utilizar la desigualdad de Minkowski. 

81:20. Mostrar que el límite а de todas los subsicesiones es е} mismo y que 
в es el límite de toda da sucesión. 

8.1.22. Utilizar el 8.1.21. 

8.1.23. Cuando la base del espacio es fija, las coordenadas de todos los vec- 
tores do la sucesión dada son acotadas. 

8.1.32. Utilizar la equivalencia de la convergencia en norma cualquiera у 
Че la convergencia por coordenadas. 

8.1.35. Examinar el valor de cada una de las normas sobre la bola nuidad 
de la на norma. 


jordinada y 


1 1») 1 ә 
nep (444 H= gr (AA > 
8.2.27, Utilizar los 7.6.64 y 7.6.34. 
8.2.28. Mostrar que una matriz no singular A verifica la igualdad: 5 (4) = 
= 02: 


8 

8.2.37. Utilizar el 8.2.34. Я 

82790: Utilizar lo representación de la norma subordinada del, 8:238. 

8.2.44. Pora la norma dada M (А) considerar que m (+) = M (X), donde X 
es la matriz cuya primero columna es z y las otras cołumnas son nulas. Mostrar 
quo m (2) es па norma en un espacio aritmético y que A (4) y m (r) roneuer 
lan. 

8.2.44. Utilizar el 8.242 y el 8.2.39. 

8.2.46. Utilizar ol 8.2.45. 

8.3.3. Utilizar el 8.3.2. 

8.3.5. Utilizar el 7.6.33. 

8.3.6. Utilizar el 3.3.32 y el 8.3.5. 

83.7. Utilizar el 7.0.33. La solución es análoga a la del 8.3.5. 

8:3:8: Representar A bajo la forma A = D (Ë -+ 0:38), donda D es una 
motriz diagonal compuesta de elementos diagonales de А. 
8.3.10. Aplicar el criterio del problema 8.3.9 a la matriz transpuesta AT. 
8.3.11. Véose la indicación para el 8.3.8 
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K.3.25. Verificar, si | det A | — 1. Por eso (véase el 8.3.24) ol aumento del 
mera convenido ex posible solamente aumentando la norma do la matriz. 
Mostrar que las matrices con una norma euclidea mayor, quo verifican las con- 
diciones dol problema, tienen un número convenid 

8,3,27. Utilizar la expresión cond, (4 + aE) 'valiémiese de los valores pro- 


30. Para la estimación del número convenido hay quo utilizar las desi- 
ps del problema 7-6-28. Si so multiplica la primera lnea del sistema por 
la segunda, por 10, la tercera, por 100, la matriz del sistema obtenido se 

hará" simétrica. 
8.3.35. Mostrar que so puede tomar como aproximación a la solución охас- 

ta del sistema dado la solución del sistema D (1) = b, donde 


25 000 s 
0 -300 3 
P=ljo озо *=]so]- 
о ооа 4 


36. Mostrar que como aproximación а la solución exacta del sistema da- 
de tomar la solución del sistema Вт == b. donde 


05—05 0 0 10,5| 
05 05 0 0 10,5) 
0—07 о a |- 
o o-z: 0 
Utilizar la identidad B- — A-t = A~ (A 8). 
Véase el 8. así como V. Voevodin, р. 287. 
Demostrar que Ja matriz es definida positiva. 


a la matriz de Frobenius del polinomio / (+)/a,. 


797: Utilizar Ja desigualdad de Schur y la afirmación del 8.4.14. 
3428: Examinar la шаш dada como ona perturbación do la matriz 


2 150 
0,51 ol. 
оо + 


© Utilizar los desigualdades del problema 74.38. 
ШКЕ. Le matiz dada c каарма а la тиш: simétrica 


240 321074 4-10 0,9991 
—3.40-0 1-40 — 0,4993 — 6-107 
4-A —0д%з 2-0-6 —2.10-4 
0,2004 — 6-404 2:40 4-40 


que puede ser considerada como una perturbación de la matriz simétrica В tal 
que бы = ba = f, bas = by = — 0,5, mientras que los demás elementos 
Фи som iguales з ceros 
Utilizar las desigualdades del problema 7.4.38. 

84:29. Examinar la шош dada como Uns perturbación do la matriz віш. 
циа 8 dal que by = ыз = La bya = Bar = — 2, бы = Bea = 1, y los demás 
elementos son iguales а 

2430. Utilizar el problema 74.38. 


эв 


8.4.33. Véase el 7.6.23. 
8.4.34. La matriz normal A implica que la matriz A — p£ Lambién es nor- 


8.4.25. a) Sobre el complemento ortogonal del vector e, los valores propios 
dela matriz normal A — 119€ еп módulo no son inferiores a e; b) utilizar Ја con- 


dición I| Az — poz | 15 d) utilizar la desigualdad de Cauchy-Buniakovski 
8. м 34. 


mal. 


.37. Véase el 84-34. 
8.4.39. с) Utilizar la estimación (5-4.6). 
8.4.40. Utilizar el teorema de Schur. 
8.4.41. Utilizar el teorema de Schur. 


ir = y estima: 
la matriz Ana = уе у estimar || ån lla 
se deduce del 3.4.46 igualmento como el 8.4.44 


8.446. Sumar a Cn- 


8,4.47. Esta afirmaci 
se deduce del 84.43. 


RESPUESTAS Y SOLUCIONES 


sila recta pasa pot el punto 0; паре el caso tongrario. 1. 
ЖКК ЖК АН cid 


EA 
j. 2%. idit. SI. 4.112: 501.13.781. 1. 


za 


1.2.9. a) Si; b) sí; c) no. 

172711. El sistema es lincalmento independiente. 

1.2.12, Fl sistema es linealmente dependiente, 

1.2.13. En los dos casos: 52 — 5 — 41 + 6. El sistema es liucolmente de- 
endiente 
Р а, Sea zy, -- ., za un sistema de vectores arbitrario de un espario 
aritmético. Compongamos una matriz de coordenadas de estos vectores: 


Par Въ -.. Par 
Bas Baz -.. Bar 


Г 


Беа т la primera coluama de esta matriz que contieno números diferentes de ce- 
ro. Permutando las filas do la matriz, lo que correspondo a la permutación de los 
vectores de un sistema, so puede obtener que Pim че 0. Restando abora de las 
filas (a partir do la segunda) las filas múltiplas correspondientes Че la primera fi- 
la hagamos que todas las casillas de la m-ésima columna, excepto la primera, пз. 
tén ocupadas por ceros. Las transformaciones realizadas de las filas dela matriz 
evidentemente son equivalentes a una sucesión de transformaciones elementales 
de tipo с} de un sistema de vectores тү, .. ., ту. Operando ahora con todas | 
filas de la matriz, excepto la primera, re] 

1.2.19, El sistema es linealmente n 
nealmente dependiente. 1.2.21. El sistema es linealmente independiente. 1.2.22. 
El sistema es linealmente dependiente. 1.2.23. El sistema ез lvealmente depen- 
diente. 1.2.24. El sistema es linealmente independiente. 1.2.25. El sistema es 
linealmente independiente. 1.2.26. El sistema es linealmente independiente. 
12.27. El sistema es linealmente independiente. 

1.3.1. Todos los vectores son de la forma (а, 0, В, 0, y). 1.3.2. Todos los 
vectores son de la forma (а, B, y, б, a). 1.3.3. Todos los vectores son (а, за. 


аз. as, 9) que verifican la condición Hay = ©. 


a 
1.3.4. Todos los polinomios de grado < 2 y el polinomis mulo. 1.2.5. La 
misma respuesta quo para el 1.3.4. 1.3,6. Todos los polinomios de grado < 2cuya 
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soma de los corficientes es mula y el polinomio milo. 1.3.7. 
puesta que para el 1.3.0, 1.3.8. No. 

En 24 — 104, + Bro 13.14. SÍ 1.3.15. No. 
1.328: 2 4.3.28. 2. 4.3.0.4, 13.31.3. 15.38: 3. 1.9.0.4 


42. Dos vectores cualesquiera. 1.2.43. 


"АТ. Ве 

rento de d. de 
La dimensión del espacio 

a. 1.4.6. La dimensión del 


es igual a 2. 1.4.5. El pa io es de dimensión in! 
Socio es igual аге + 
1.4.7. а) 1; b) 2. 1.4.8. a) n; b) 2n. 
AEW = baso es g don b}. ‚э ў i i 
Т: Companen la base, por ejemplo. el 1°, el 3° y el 4° polinomios 
5.22. Constituyen la baso, por о lo, 1° y el 2° polinomios. 
23. US TS LAO, hd, RS 002,102. 1406. от, -ы, 
К 
1.4.27. а)1. — d; b) 2, 4, 4,1, 4,83 094, 3, 4,2, а. 
4228. eno 1435 тузы зыл, 
.36. Por ejemplo, ту, лу, Z3- 
137. La dimensión de Z es igual as 
38, a), b), с) л; d) n — 1. 
9. Constituyen la base, por ejemplo, el 1° el 2 y el 397 рөт 


4 
4 
4 


No. 
Та Ly. Los vectores гу, zs, 73 son linealmente independien 
Constituyen Ja baso de la suma; por ejemplo, los vectores ү, >, 77. 11 
La dimensión de la intersección es igual a 2. 


), 2. = @ 0, 2, 0). и 
бт 


К 
ES 
2 
2 
2 
225. non= tiza m5 (4. 2,4 
2.2.6. n = z = (1,1, 1,1), y = —2 —2), 
2:10. Bor empl, а 
11. Por ejemplo, con los vectores z, = (2, 3, 1, 0) 


7 Por ejemplo, con el vector z, = (2/3, —1/3, 
12.13. Por ejemplo, con z3 = (1/2, 4/2, 1/2, 1/2), xa 


(112, 412, ale, 


A 
trospondientes. 
244%. ma 0.3, —4, De (32,0, A уз (6 62,3) 
2.2.20. yz, == (1, 1, —2), n=(2,5, 1,3), y=(2 —1 0). 
.22. пу 3. Compongamos según las filas una matriz de coordenadas 
Че Los vectores ey, еп. Notemos que si se cambia el signo de todos los ele- 
mentos do una columna arhitraria deesta matriz, sus dan las coordenadas de 
in nuevo sistema de vectores, ortoganal сото antes. Por eso se puede considerar 
que la primera (ila do la matriz está compuesta solamente de unidades y en Jas 
primeras tres filas son posibles las columnas de una de las formas siguientes: 
1 1 Ж 
1 1 A 
14 14 
Destewmos рог з, y, т, 10, respectivamente, el número de columnas de cada una 
¿le las formas indicadas. En esto caso es evidente que 
РЕР ЧҮНҮ 
De la өгїөөта1дай de los primeros tres vectores so deduce 
2h ps 0.0, 
12041920, 
= уса 0. 
De esto sistema de ecuaciones ablenomos: z = y = z 
h dehe sor пп лавр de 4. 
2.2.26. Si F (9 Hattat d... tan t", є (ф= bo A hit 
ta." Healt. — entonces (f. 8) = agbo F aby + Ойы, ++ 
+ (2)? алба. 
2.3.6. Por ejemplo, у, = (—3, 1, —2, 0), у, 1, —1, —2, i). 
2.3.8. а) Un subespacio ш ional de po'inomios cuyos todos Jos cov- 
son iguales; b) el subespacio de todos los polinomios impares. 
ж А 
эщ — а, + 20, = 0, 
a, — a, — 2a + a, = 0 
а, + Заз + 2м = 0, 
3a, + Ta, — a3 + Фу = 0 
complementa ortogonal. 
3.10. Sea L la cápsula lineal del sistema do vectores a, .. , ap по obli- 
yotoriamento linealmente independiente. El vector buscado у púedo der repre- 
sentado por una combinación hineal y = aa; +... + apap. Como (z, a) = 0 
t= 4... a k, para determinar los coeficientes ay, - - .. y se puede obtener 
tm sistema de ecuaciones lineales: 
(an, а) а + (ans а) а, ++ (в, о} ау = (к, в}, 
(er, а) а + (в. а) аа +... + (а, а) оу = (т, р, 


nth. Do esta maño 


para ol subespacio L y 


para 


(aa ap) e + (em вк} +... + (am а) а = (г, а}. 
Para construir ol vector y so puede utilizar cualquier solución de esto sistema. 
Fl vector z se obtiene como la diferencia z — y. 
AiL, SI el sistema тү, -., у es lincalmento independiente. 
у= арта @, 5,31). 
3.03. y == (0, 3,5, 2), 2 = (2, —2, —2, 2). 
16. у= (1.2, —5, 1), : = (—4. —2, 0. 8). 


2.3.16. Sean ey, 


as €n la base dada y fa, - 
cnda, Las condi ыыы 


Jn Da base biortogonal is- 


nes 


ЧЕНЕ 


muestran que el vector fy debo pertenecer al complemento ortogonal de la cápso- 
Ya lineal de vectores еу... eop. apane > scn en ED este subespacio unid baen- 
sional el vector /y зе deline de un modo único por la condici 


ТАА 
2348. п 0,00, f=(0,7.0,0).1=(0, 0. 4,0 


n= (оао). 


2.349. h= (1,0,0,0, h= 0,1,0,0, = {—1,—2,1,-3, = 
o 0, = @,1,0,0), = {- Dd л 
2300: р = 0, 0, 0, 0), Ja = (—1, 1,0, O), fa = (0,1. 1. 0). fg = (0, 


кы 


2.4.2. в) no caml 
л} c) no cambia. А 
244. 121 722 {у= 6, | z— y l= ЗУ. De esto modo, el trión> 
gulo es isésceles, ¿(e — у) = F, de modo que el triángulo es rectingulo. 


2 ts 
$, D = y es unängulo interior del triángulo. ў, (z — y) = ЗР, por eso ol äng- 


b) se reemplaza por el ángulo complementario (hasta 


ч ZN 
lo interior del triángulo es y, (у — з). 
2.4.6. а)]]]% = 10, jgi3=9, 1181? 
+ if — g 1% por consiguiente, el triángulo es agudo; b) 1/12 = 19, Pg | $ = 
e E E LLE ЕИ g ү el triángulo es obtuso. 
2.4.10. Para un paralelogramo las condiciones de igualdad de las longitu- 
des de los lados у de perpendicularidad de las diagonales son equivalentes, 
у o a) ®+4-Е3; b) 3: с) Bm. mg). 2.4.18, а) 1; 
ya 


зале р. 2425. +. 


з; із тет 


2.5.8, La igualdad |2 — уі? = [2124 f y]? significa quo el produc- 
to escalar de los vectores z 8 y es un número estrictamente imaginario. 

'2.5.10. El hecho de que las longitudes de los vectores z € y son iguales no 
supone la ortogonalidad de los vectores =-+ y у = — y. 

2.5.5. El espacio aritmético complejo Cr. 

2.5.19. Al “vector iz le corresponde el vector (у... 

805). En Man so inducá el producto escalar natural (2.2.1). 
Y. Pertenece con el sigmo més. 

3.1.2. No es un elemento del determinante. 

3.1.3. Pertenece con el signo menos. 

Sa No es un elemento del CAR 

A 

Tono iS) КАСТ sigos más. 3.1.8. ajara 


ee 
NO) =D) <I> 
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sito, Con el sigro (= pema, йз. (— Вч 
злл2. {чулт 
gema, зала. 1. Зал. 1. здат, O алав, е 


34.21. n 
. Si se considera que 


anda, nat 


аб: 


entonces el número de términos no nulos del determinante de orden п de la for- 
ma dada оз 


3.4.23. 2%. 34.24, 
Каат. анау. 
3.0.29. El determinante 


an). 3125. Mba 


bis фа. 
dn bn 


Baz boz >+- Bam 


debe ser igual a cero. 
3.1.30. El término constante es el determinante 


3.1.31. El determinante obtenido es un número complejo conjugado del de- 
terminante” inicial 

3.1.32. El determinante se multiplica por (—1)". 
: El determinante so multiplica por а”. 

] El determinante по campia. 

1:38. El determinante se multiplica por (—1)%0-2Y2, El elemento de la 

casilla (595 dol determinante transformado es en 4-6. del determinante inicial 

LAN. anre anp 3-1-40- El determinante no cambia. 

3.4.42. El determinante no cam 

314.43. El determinante se multiplica por (у-уу, 
14d: Las raices de Ja ecuación son los números —2, —1, 1, 2. 

1:45: Las rafces de la ecuación son los números 0 y — 

110: m, yi рага n = 450 para n > f 

3:1147. f'para л = i; —2 para n = 2; 0 para n> 2. 

3:41:48. Los polinomios f: (6, - --» fa 00 зоп linealmente dependientes. 
Sea, para mayor definición, que /n (6 = ah (0 F => + ол ја) (O. En este 
caso para todo número a fa (а) = шуй, (e) +... + алың (a). Por oso en el 
Gelominante dado las filas son linealmente dependientes 

) 


3.1.49. a) El determinante no cambi ctermivanto se anula, 

1.51. £ + тиң para a = 1: a) ) para п = 2; Ọ para n > 2. 
1.52. cos (ea — Bi) para л = 1, sen (a; — с) X sen (f, — В) para 
2,0 para n > 2. 


3.4.54. 1 + am + zava + лум: 
20-0? tupet 
1:57. El permanente Че la matriz 
qu 
14 


es gwal а 2, aunque sus filas son Jinesliuente dependientes. Al misma tiempo (1 
mento de la matriz 
1= 
(2170) 


con filas lincalmento independientes es igual a cero. 
324. a) Сы № (CI). 3.23. СА 
3.2.4. Sea py la suma de todos los menores principales do orden + del doter- 
minante 


вз аа 
бп da 


En еме caso (Ob + Pamit HPna 

32.5. k -+ $. 3.2.8. Si D es de orden impar, D' es simétrico; si D es de orden 
par, D° єз antisimétrico. 

3.2.9. Sra 1 > f. En este coso en las primeras / filas del menor Алу comple- 
mentario del elemento ap so halla Ja submatriz compuesta solamente е ceros, 
са la cual Вау » — / columnas. Puesto quo j -+ (n —/) =n > п — 1, entonces 
de acuerdo con al 3.1.20 My = 0. 

32.40. D = pax. 

3.2.11. a) La (бейта fila de D’ no cambia y las demás se multiplican por a. 
El determinante D’ se multiplica рог 27-1; h) en D’ se conmutan las ¿-ésima y 
j:ésima filas después de lo cual todas las filas se multiplican por (—1). De este 
modo el cambio general del determinante consiste on la multiplicación por 

(—1]%+1; с) todas las filas do D”, excepto la ¡-ésima, no cambian; do los elementos 
lo la tésima fila se restan los elementos correspondientes de la j-ósima Ша 
multiplicados por æ. El determinanto D’ no cambia; d) D” se transpone. 

312.16. 216. 3.2.17. —106. 3.2.18. 4. 3.219. 120. 3.2.20 —11. 3.2.21. —2. 
12.22. —13: 3.2.23. 4- 3.2.24, 15. 3.2.25. 3. 3.226. 7. 

2.28 2.29. 16. 3.2.30. 1. 3.2.31. —400. 3.2.32, —36. 3 


заат, FIA). 3.2.38. 499-31. 3.2.89. 2991, 3.2.40. 5". 


a HHO Bza ЕНА. 3.248. 1+ 
АТ a 
i e Jisa = (А — ts — bi әз 6/1, 0 

3372. Est propiedad la AN e A „ШИШИГЕНИН 
on todo espacio euclideo o Unitario. 

3.3.5. a) resulta do la desigualdad do Hadama: i) sea e la a 
«do la unidad: £ = cos 2л/п -+ С sen 2л/л. En esto caso la estimación dada por 
а) so obtiene sobre о] determinante 


Ca ыты} 
<) pata n= 2 la estimación se obtiene sobro el dotermínanto 


11 
E u 


288 


Supongamos quo para п = 2% la estimación se obtiene sobre el determinante do 
la тай An, en esto caso para т = 280 hace falta tomar el determinanta dn 
la matriz. dë ordon 2n siguente 
An —Án 
А049 74). 

3.3.5. Si en el determinante dado d, para cierto par de índices £, 7 el olo- 
y pp ee 
етуг, por 1 y si Ar < б, al reemplazar ouy por —{- Por HiB, sl Ayy = 0 
el determinante no cambia s4 reemplazar ау por und de sus valores cualesquiera. 
Vo razonamiento análogo sobre el mínimo del determinante muestra que uno 
de los determinantes del orden dado con valor máximo en módulo es ol deter- 
minante compuesto de { у 1. 

3.3.7, Para demostrar la desigualad An, < hy es suficiente bordear del 
modo sigulente el determinanto da-s de orden n — 1 compuesto do 0 y 1 e Igual 
en módulo а Мы 


0...01 


para obtener un determinante de orden n compuesto igualmente do 0 у 1 o igual 
шй a hn 

Para demostrar la desigualdad £n-} tomemos el doterminante extre- 
Mo np Бен 
se halle Ja unidad у obtengamos, restando de Јаз filas quo siguen, que los demás 
alementos de la primera columna sean iguales a cero. En esto caso en la última 
fila y la última columna se obtiene el determinante de orden n — 1 compuesto 
Че 01, —1, igual en módulo hn. Según el 3.3.0 el módulo de un tal determi- 
minis тө sobrepasa быз 

Para demostrar la desigualdad gn. < gn es suficiente bordear el determi- 


nanto oxtremo čp; compuesto de 1 y —1, del mismo modo que cn la demostra- 
ción de la primera desigualdad y luego aplicar el 3.3.6. 
Para demostrar la última desigualdad tomemos el determinante extremo 


Ф, compuesto de 1 y —1. Multiplicando, si hace falta, sus filas y columnas por 
24 obtengamos quo todos los elementos de la primera fila sean iguales n 1 y los 
demás elementos de la primera columna, a partir del segundo elemento, scan 
iguales a —1. Añadiendo ahora la primera fila a los demás filas se obticno en la 
ultima fila y la última columna un determinanto de orden п — 1 compuesto de 
0 y da 2 e igual on módulo o gn; Sacando 2 de cada fila descubrimos quo esto do- 
terminanto es el producto #727: por un cierto determinante do orden n — 1 
compuesto de 0 y 1, de donde se deduco la desigualdad necesaria. 
3.3.8. Do acuerdo con el 3.3.7, А, < ку = 2. El determinante 


101 
110 
011 


muestra, por ejemplo, quo А, = 2. 
Puesto que es evidente que hz =1, según ol 3.3.7, g <4. Como g> g= 
=2 y t ts múltiplo de 4, g3 4. 


3.3.9. Sea Sn- el determinante extremo de orden п — 1 compuesto de 1 

y —1. Designemos las columnas do este doterminonte рог ap, aa -- ал 

y sompongamos el determinante siguiente de orden п que coniloneigualmento 
ya 


19—091 289 


Entre los menores de orden л — £ que se eucuentran en las primeras n — 1 


filas del determinante solamente dos d 
por la última fila obtenemos d = 24у. 

3.3.10, Según les 3.3.5, 3-3-7 y 3:33, к es múltiplo de 15 y ga > 26, = 32 
Por otra parte, según la desigualdad de Hadamard, 


90099-25 V5<63. 
Por consiguiente, gs es igual sea a 32 sea а 48. El método de bordear еї determi- 
nante extremo de orden 4 dado en la solución del problema 3.3.9 permite obte- 
лег para el determinante de orden 5 solamento el valor 32, Por eso bordeemos este 
determinante de otro modo: 
ама ара 
ЕЕЕ 
ач 1al ч 
201. LA + 
pr rg + 
Este determinante es igual а 48. Entonces, г, = 48. 
3.3.11. Admitamos que M = 1. Bordeemos сі determinante d de orden n 
del modo siguiente: 


ieren de cero, por eso descomponiendo 


ЕЕ. 
> би флеш Ж 
o 


Гат 


Es evidente que el determinante obtenido де orden л + 1 esigual a 4/2. Ahora, 


en d, restemos lo primera fila de las demás filas. En este caso todos los elementos 
n determinante no sobrepasarán 1/2 en módulo у, de acuerdo con el 3.3.5, 


lo que hacía falta obtener. 
33.13. а) E) determinante G (яу, . . .. <a) tiene forma diagonal y es igual 

lrml?...i za! 0) el көмүс. ү G (21, ..., ту) tiene forma 

mala y өз igual a G (zy -o o EDO (zane с, 

Fie ТЇ бише эў cambias Б) el deleri 


. а 
ps 
20. Según el 3.3.18 GM (a ) es el volumen del paralelepí- 
jo sobre los vectores ay, >>., ау; el sentido del módulo de del А es 
. El determinante de Gram no sobrepasa el producto de dos de sus 
menores reciprocamente complementarios y es igual a éste si, y збо si, por lo 
menos uno de estos menores es igual a сето o lo son todos los elementos del de- 
terminante situados fuera de estos menores. 
3.3.27, Рага k = 3 la desigualdad se hace 


Vlan гь 2) ES (а а) S (21, 23) 5 (гу, 23). 
De este modo el cuadrado del volumen del paralelepipedo tendido sobre los 


vectores zı» Za, za no sobrepasa el producto de las áreas de sus caras. 
"ОЗО si odos ls cateo de sea cora Fla del determinenie ortogonal 


EN 
nte se multiplica por 


se sustituyen por los números ej, ў = 4, ..., л tales que eè = J) | gy? <t, 
= 


20 


entonces el determinante obteni 
ОЕ 0) 


9" verifica las desigualdades 


2.3.30. El módulo del menor situado en la intersección de las filas indeza- 
das de dy * da У delas columnas con índices / >. Ja es el volumen del 
paralelepipedo obtenido proyectando las filas indicadas sobte el subespacio de 
coordenadas de vectores ejy, - - -, ед, donde ер, . --, еу es la base natural del 

aritmético. 

32. Si se adopta como base del paralelepípedo П, de dimensión а 
correspondiente el paralelepipedo II, -, de dimensión п — 1 tendido sobre las 
rimeras л — 1 filas, entonces el {adice de In es muy pequeño, mientras que 
ја base Пл es muy grande. 


14. 0. 3.4.15. 80. 
—1/2. 3.4.20. 48 016. 
63. 3.4.26. 32. 3,4.27. 1 


04429. Este mimero es un polinomio de а cuyo término mayor es igual a 
тә. 
3. 


terminante 2, „у debe realizarse de tal modo que 
а, siga siendo el menor principal directo? en dp „у. La construcción del deter- 
minante de la matriz trian debe comenzar а рибе del ángulo superior. 

3.4.32. La condición de no singularidad permite, sólo commutando filas, 
obtener que seen desiguales a cero todos los menores principales directores; 
también se admiten las conmutaciones de les primeras n — 1 columnas. Luego 
se aplica el método de Gauss que abarca las últimas columnas de todos los к 


-33. Por ejemplo, Ja primera fila en el último lugar y hacer lo 
mismo con la primera Columba. 
3.4.36. Por ejemplo, el determinante 


2 0 0.21 
A i 0.4 
Aa dt 
аа, 


3.4.38. Рага el método de Gauss de elección según шпа columna la afir- 
mación no es correcta; he aquí un ejemplo: 


1 1000 
1 20001* 
3.4.39. Supongamos que miz la 1=1. Designemos: а=|д |, p= 
ai |, En este caso B< 2a, aB <4, de donde B <2 у2<3. 
3.4.42. El delerminante a y la Joogitud de cada una de sus filas 
es igual a £; según el 3.3.4, las filas del determinante son ortogonales de dos en dos. 
3.4.43. a) 27-(det A)"; b) 0; c) (det Ау; d) (—1)*-(dét Ау. 


и 21 


4.1.4, Todos los elementos de la matriz que no pertenecen al menar de 
base son” ceros. 
4.1.5, Véase la respuesta del problema 4.1.4. 


ЖИП. Si М... э Bm, Gu -s єл ез шай colección conveniente de nú- 
macros, entonces para todo Bümero а, а. Зе O, será también conveniente la calec- 
ción aby -o аз, А... Lem 

4.4.17. No. Un ejemplo contrario 

01 
A=(00)- 


18. El rango no cambia o cambia en uno. 
19. El rango cambia no más que en uno; el rango cambia no más que 


4 2. 
8. 1: 4.1.29. 4. 4.1.30. 3. 4.1.31. 3. 4.1.32. 4. 4.1.33. 4 
14. La dimensión es igual а tees 
a) Si; b) зі; c) no. 
Un tal plano consta de un solo vector. 
Un tal plano coincide con todo el espacio. 


~ -n ах ез el sistema de vectores dado, se puede tomar 
omo vestor de traslación del plano buscado з, y como subespacio dirostor, la 
cápsula lineal de vectores zp — Ze == + ду-ду 

ШЕ a енн, кыах. 

42:16: Ја si A'O; O si à = 0. 

4.2.17. Si, si L = 0; en este caso M coincide con V. No, si L ж 0, ya que 
За operación de multiplicación por un número, como ella está determinada en el 
4.2.16, hace salir de los límites de М. 

4.2.48. Conservar la definición de la operación de multiplicación por un 
número para los números A diferentes de cero. Para todo plano P = Te 
Poner 0-P = L. En este caso L será un elemento nulo del espacio М. 

А219. dim Af = п — k- 

42.20: El plano indicado contiene cl vector z, pero no contiene cl vector v. 

4.2.22. a) La recta no se interseca con el plano; b) la recta posee con el 
plano wn solo vector común зу = (2, 1, —2, 2): с} la recta pertenece al plano. 

52.23, Las rectas poseen un vector común zo = (—5, 11, —16, —41, 7). 
El plano que pasa por este vector y cuyo subespacio director es la cápsula li- 
neal de vectores q, y qy contiene las dos rectas dadas. 

4.2,24. Trazar el plano por z; paralelamente a la cápsula lineal de vecto- 
гов усш, Фр e 
de ÉLI LO pitno tienen un vector comán único ® = (i, 2, 4,0, 1). 
16. 4.2.26. Los planos no se intersecan. En este caso sus subespacios directores 
se intersecan solamente por el vector nulo. 2 

3.2.21. Los planos no se intersecan. En este caso sus subespacios directores 
se intersecan por un subespacio unidimensional tendido sobre el vector 2р, + 
taS таб, Lo 0, 5), 

12.38. Los planos ke intersecan por la recta z= zy + фи, donde 29 
29. Los planos no se intersecan. En este caso ellos tienen el mismo 
subespacio director. 

1.2.30. Los planos coinciden. 

“34, Sean Р = ze -t La Y еу, » -n су la base de La, Completémosla 


4 
hasta Ja base de todo el subespacio: en, с. €h Char >> €n En oste caso se 
puede, tomar como hiperplanos buscados 

жү= Tab L (ep +, hn бөз бөз с-з, бл, 


Razo L (egs +-+, ек, Enans Өө з) ёл}, 


оазе бе > 


їз, за, Easa о Ena) 


292 


4.3.1. Si ть es un vector arbitrario que satisface la condición (л, л} = h 
(omo зу ss puedo tomar, por ejemplo. el vector дулу aom, Ba, п), ci sonjanto 
dado es un hiperplano de vectores de la farma ze + y, donde y са un vector cusl- 
quiera ortogonal а п. Este biperplano es un subespacio si, y sólo si, b= 0. 
43.5. n () = а n HAm bE 
473.8, Sea т, un vector de intersección arl 
ciones de hiperplanos bajo la forma 


Beeserihamos las ccua- 


(т. 2—2) =0, 
(ns 2—x)=0, 


(a, г—м) 


Esto muestra que la intersección de los hiperplanos dados es el plano Р = z + 

L. donde Z ез el complemento ortogonal” а la cápsula lineal de vectores 
Sa complemento ortogonal, de Z está tendido sobre los vectores 
n= (Са, —2, 0, ө = (1, 1, —2, 1) (véase el 2.38). Por eso P puede 
str descrito, par “ejemplo, por el sistema de ecuaciones 


(м, 7) == (и, зу), 
fla 2) == (а, 7a), 
decir, 
30, + 09 — 2 


022 + e 
Gen: donde a, = bita, n). 
2. 4.3.23. 2. 4.3.24. 150. 


4.4.6. Рага А зе —1, —2 el sistema admite una sola solución; para A == 
= —1 el subespacio de soluciones es unidimensional y para A = —2 el subes- 
Facio de soluciones es tridimensional 

4.4.8. Las elementos rectores son iguales a los relaciones de los menores 
angulares 

4.4.10. La dependencia lineal de los vectores у, ..., yy conduce de un 
modo evidente a la dependencia lineal de los vectores чу, .  ., ту. Supongamos 
ahora inversamente que en la igualdad 2,2, + ... + aaz, = 0 existen cocti- 
cientes diferentes de cero. En este caso ез del sistema (4.4.1) —la 
solución nula y æ y, +... + aayy tienen los mismos valores de los últimos 
n — ғ componentes, por consiguiente, my +... + aaya = 0, es decir, los 
Vectores yp, +. yn son linealmente dependientes. 

4.4.14. Para realizar el método de Gauss y obtener después las fórmulas de 
solución general, con las filas de la submatriz dada se efectúan solamente las 
transformaciones elementales. El resultado final es la matriz C (las filas nulas 
desde la fila {г + 1)-ésima а la m-ésima están suprimidas). 

4.4.16. Todo vector del espacio aritmético de dimensión 4 es solución del 


sistema. 
АЛАТ, Por ejemplo, la solución general es з, = — Faz + Эль у= 0 

БІ sistema fundamental de soluciones: у, = (—7, 3, 0, 0), y, = (5, 0,3, 0). 
4.4.18. Solución n = 2m, E Sz, — Элу. El sistema fundamental 

de soluciones cs y, = Ú, 0, 2.0 ya = 0, 15, оу = 0.0, —9, 10). 
4.4.19. El Зета posee solamente tna solución nola. 


4.4.20. Solución general: z, = ту: ту = ту: T, 2, Dl sistema funda- 
mental, de soluciones se compone Че un solo vector, por ejemplo, у = (1 1 
44:21. Solución general: ту = Элу + Sze ж = ыан = ag Ж 
sistema fundamental de soluciones es у, = 2, 1,1, 0, булу, = ( 
4.422. Solución general: у = — Fay — 12r — Ya 
185. El sistema fundamental de soluciones es y, = (~t, 2, 2, 0, 0); y, = 
= (12,9, 0. —1, 0) ya = (ál, 38, 0, 0, — 2). М 


4.423. La solución general es z, 


a = zy de — 


эы ужа 


3, 


4.424. La solución general es z, = —41зу — E ri z= — 


ж = 0. El sistema fundamental de soluciones es y, 
IÓN i 6 
a solución general es xy = =z; = ту = —24 + Зд 

de soluciones es yy = (—1, 4, =i, L O), у, = (3, —3, 3, 01) 
.25. Las primeras tres columnas de la matriz son Huenlmonte depen- 
dientes; la cuarta columna no se expresa linealmente por las otras у por сээ 
=a =, 0; esto es también correcto para la quinta columna, por eso ту = 0 

4421. зу, гү Zn ле Fn Zai Za гы Tu Zai 7m F3 

44287 по Р, 79 

4429; Forman ln base del 
=e Le A a уул = 

4.4.30. а) Por ejemplo, 


їл — 165, + Фу +n = U, 
+2 +2m-0 


El sistema 


, por ejeraplo, los llores %, 76 
ЫЕ ч бб озб 


Para obtener Ja respuesta b) y c) se puede айбай а а) wma combinación livoal 
(dos combinaciones lineales) cualquiera de ecuaciones a). 

ЖАЗИ. No. Los sistemas dados о son equivalentes. 
>и, —31 
6. 4205, el ja es definido; para А = 0 el sistema ев in- 
compatible; para А = 6 el sistema admite оп plano bidimensional de soluciones 

4.5.7. Para А ё —t, 2, el sistema es definido; para A = 2 el sistema 
incompatible; para += 1 el sistema admite un plano bidimensional de so- 
Inciones. 

2 


A ишга: E E 7и8 


13. El sistema cs incompatible. 
4.5.44. Por ejemplo, la solución general: z, = —1 + z+ 250, sa 
= 3 H n 4 2x0 
45:45: El sistema posee una sola solución: =, = 
5.5.16. Solución general: z= 6—7, n= —5 +m у= 3, n= 


=> 


а= ~i, n 


3 39 Д 
Ha фз пе n= 


. Solución general: x, + > 


-$-a 
3 ч 


43: stan E o у, 


2м 


5.22. El sistema es incompatible 
23: Para A © 5 el sistema es incompatible. Para } = 5 el sistema es 


4.519. El sistema es incompatible. 

4.5.20. El sistema posee unasola solución: ү = z, = шу = лу = f. ny = 2, 
А 5 

4.5,21. Solución general == 

4, 

4 


compatible y su solución general es, por ejemplo, =, 


ddr ату 


15.24. Pora А 5 —3 el sistema admite una sola solución: 
i ys с 3н 
TEI "303° 2" FS 


—3 el sistema es incompatible, | 
25. El sistema es compatible, cualquiera que sea el valor de A. Para 


A —95 la solución general es de la forma: z, = б, z, 


п-б Para 
i j 19,_3 
A= 05 la solución general es: z, = f3 л Ва 
5.26. Para А з 1, —2 el sistema admite una sola solución: 
anna тр 
Para 2 = £ la solución general єз: тү = 1 — у — гу Para À = —2 el sistema 
es incompatible. 
4.5.2. Para А чё 1, —2 el sistema admite uva sola solución: 
Para A = 1 el sistema es incompatible. Рага А = —2 el sistema es compatible 
y su solución gencral es: тү = 2.2 —1+ ту 
4.5.28. Рага } эё 1, —2 el sistema admite una sola solución: 
A 
A is 
no 3040) 


DD0+D 
Para A = 1 y à = —2 el sistema es incompatil 
4.5.29. Para A э© 1, 3 el sistema admite una sola solución: 


A4 
а= 6 5 


Para A= 1 la solución general es: z, 
єз incompatible. 
4.5.30, Рага 24 1, 3, el sistema admite una sola solución: 
БИ 
TB" 
Para А = 1 el sistema es incompatible, Para A = 3 la solución general es: 
mí 


— 22 Para A= 3 el sistemo 


а=. аео n= 


5.3. La tercera columna de la matriz del sistema no se expresa lineal- 
mente por Јаз demós columnas; la quinta columns no se expresa linealmente 
por las demás columnas de la matriz ampliada del sistema, 


4.5.32. No. Las fórmulas no son equivalentes. 

4533. 51. 

ASIA ni 

4.5.35. Las condiciones dadas determinan un plano bidimensiona.] Si 


1, (0 es un polinomio cualquiera de este plano, los polinomios fa (0, /a (0 
Ж. OE dato, de dande (еуез O cotos Id de O 


director, Son linealmente independientes. Como /, (9 y fa (0 se pueden tomar 


los polinomios del problema 44.29. 
cr Р 


5.0. ж 9Р0 „ _Ф%р+ор—4 + 
A540. ох a y ti PRE 


срба ёра раз 
еа 


10 = едо 2. 
ЖЕКЕ 


ПР = 8 каз. A. 
00) = 29 аза A 
NAT) 7 


5 
. Escribamos para la función / y sus derivadas el sistema de есцасіп- 


м 
күм" 
PTAS 
PER юз... HA =. 
Utilizando la fórmula de Cramer para /™ obtendremos la rel 
onda la Бона de 

ТГ б "ө si a se 0. 5.1.2, Véase la respuesta para el 5.14. 
75.06, No. 54.7. SÍ. 5.1.8. Sí. 

po; para а 30: 5.110. 51.91.1. No. 54.12, No. 
fo. 


necesaria. 


5.1.43, Sí. 5.4.15. No. 
5.4.16. Sf. 5.1.17. No. 
51:18: 5. 5.1.19, SÍ. 5.1.20. SÍ. 5.1.21. 51. 5.1.22. Sí. 5.1.23. 51. 
5.1.24. Sí. 5.1.25. No. 5.1.26. No. 5.1.27. No. 
5.1.34. Todo operador del espacio Л» consiste en clevar todos los números 


de este espacio a la potencia con el exponente real fijo (para el operador dado). 
Зл ЭР Ко. 5-37. Sf. 5.1.40. э) SÉ, D) mo. > 
ГИ. No, sl el sistema zy, =, ту es linealmente dependiente. 
= 84:45. 81. 
541-41. Para que Ja funcional lineal ф del espacio М, pueda ser dada por 
Ла fórmula Фу (t) = f (в) es necesario y suficiente que 103 números 


а= Ф000), 1=0,4, 
verifiquen las relaciones: 


amt, ФЕ const, 10, 1, ..., 0, 

5.1.52. No. Todo operador del espacio C obtenido de este modo transfor- 
ma los vectores ereales» (es decir, los vectores de Ja forma > -+ 10) de nuevo en 
vectores reales. j E 

5.4.53. No, si esta funcional no es idénticamente nula. 

SÍ, para dim Y > dim X; no, para dim Y < dim X. 
No, para dim У > dim X; sh, para dim Y < dim X. 


=i, sipo 


5.1.87. El subespacio bidimensional de vectores ortogonales a a; el su- 
lespacio bidimensional de vectores coplanares con a y b. 

$1.68. Na es una recta tendida sobre el vector a; ТА es un plano perpen- 
al vectór а. 

5.1.69. Si (a, b) = 0, Na es un plano perpendicular al vector a; T4 es una 
recta tendida sobre el vector b. Pero зі (a, b) эе 0, Ma ез una recta tendida 
sobre el vector bi Ta, es un pleno perpendicular al véstor a, 

Зл та = Ча base dela Imagen у = (1, 3, Di na = 2, lo base del 

=i, 0), Zr = 0, 
de Ja imagen: д = 0, 1, 1}; p = (—1, —2, 4); 
Тал. > з 


para el 54.7 
si k <ni; 0 si kanti 


ierta base del espacio X y supongamos que 
т 


Ауа Hangt -+ 9тайт. 
Aeman анда... атт 


Аена Hamat- 


mnim- 
Pongamos 

Bye, =a, Вне = атут, 
Ве = ату]. 


зї, Diada. 
Be = оуу. Ваа азды 


Вер атман 


Es cvidente que los operadores By, ¿== 1, ..., m, satisfacen les condiciones 
del problema, 


x 
5212. A! No, 
52413. dim 
5.2.14. dim Ки = т (a — D- 

5.2.20. Sean ep, ..., eg (4 = n — r) una Dase cualquiera de Na, ep, >. 
Loa а, tdan > o €n Una Dase de X, Entonces, los vectores Y, = Ары... 
1171 p = Де, constituyen una base de T4. La representación buscada del ope- 
rador А se da por los operadores B,, ..., B, definidos por les igualdades 


0, k dti, 
и, х=4+1. 


NX. 


Бих= 


5221. 0 bien Na = Np, o bien T4 = Тр. 
5.2.22. Supongamos que En L todos los operadores tienen el rango <1 y 
А ез un operador arbitrario de rango 1 de L. Examinemos en Г el subespacio Ly 
de lodos ls operadores, para Tos cuales 172. Na y el subespacio Zy de йр 
¡cios son subespacios de L de dimensión <n. Por eso La э. 7, Ly 96 
un operador D de L tal que D € Ly, D € Ly, os decit, Тр Tas 
Fero en tal caso (véase cl 5.221) А F D es de rango 2. 

ase el 5.2.8). 


Jos operadores С, para los cuales Тс < Ta. Según los problemas 5.2.13, 5. 
estos subes 


па 9) 
лз — r). 
5.38. El raogo es igual a nr, cl defecto es igual a n (n — r). 


27 


5.3.10. Sea z€ Mgs. En еме caso 
Ат 0 „Ат (АА) 
Puesto que №, = Ng sy, entonces 


ATAN) „0 
г consiguien 


es decir, 2€ Лл. 
modo obtendremos 


Continuando de rete 


Ngaa = Казы, 


Ngor 


342. +! 
513.49. Si D es un mperador de derivación, entonces 


=N= № 


A= Ed Ap D+ M+ i D" 


5321. Sean P(A) =0 y P(9 = 919 m (0 + 7 (), donde el grado de 

т (0 сё menor que e grado de т (0.0 DIA CO = 0 81 т {O аз ил райт то 

nulo, entonces 7 (А) = p (A) — q (A) m (A) = 0, lo cual contradice a la dos 
fuición del polinomio m (0. 

.22. Sean т, (0 y т, (9 dos polinomios amuladores con grado mínimo 

En este casa se puede considerar que los cocficientes mayores de los des palis 

{тәм a 1. Si p (0) = т. (0 — т, (З ез иш polinomio o mu o, сї 


también anula e) operador 
A A Р н 
орма P= E; b) =P O de 


ЕЯ 
3.41, El hecho de que РЫР, es un operador de proyección (vease et 5.347) 
se deduce de la igualdad: т 
(РР, = Р\Р,РРу = Р Pa 
De la conmutatividad do Р, y Ру se infiere también que Trip, С Ти N Tra 
Si, invemamente 2 € Tm Npn entonces Рус = Pae s у hae es еб 
cir, a г 
A Utilizatido de muevo a gonmutatividad de P, y Ру obtegemas que Vy, = 
<= Мраралу Npa С рар, cs decir, Np + Npa C Np Supongamos Shora 
que PEN papa! En este caso Paz € Npe Y (E — PA zE Ara. La identidad z = 
= Paz + (K Pa) z demuestra la “Inclusión inversa: Aram C Nm F Np. 
33.32. Se verifica fácilmente que de P,P, = PaP, = O sè deduce P, “E 
+ Ру = P, + Pa es decir, P, + Гу es un operador de proyección. Suponga 
mos inversamente queg (Р, + Da? = Р, + Ру. de donde 


PaP, H PaPa 
Multiplicando esta igualdad a la izquierda y a la derecha por Р, obtendremos 
P,P,P, + РАР, = 0, 
P,P, + P,P,P, = 0 
P,P, — БР, = 0 


lo que da 


у, por consiguiente, 
А ка РР, = P,P, = 0. 

La inclusión; Tp, ара = Тр, + Tp, ез evidente. De la condición P,P, = 0 

se deduce que Tp, С Ny Como la suma Tp, + Np сз recta, esto es también 

válido para la suma Tp, + Тр, Sea ahora zE Tp + Тг, es decir, z = z, + 


298 


+ sy, donde =; € Тр, 72 € Tp, Entonces, К 
(P, + P3) в (P; + Pa) z + (P, Р) = 
= (P, + Р,) Руз, + (Р, + Р,) Par, = 
=P tP Sata з, 
es desir, E 
Tp Ф Tp, © Тор, 


Puesto que Tp, N Tp, = 0, entonces de z€ Vp, py, es decir, Pie = 
= —P,z, se deduce que z € Mp, N Mpy 

5.3.38. El operador que а cada función le asigna su primitiva (única) per- 
tenecionto al espacio dado. 

5.3.39. дЗ = R. 

5.3.41. De ser singulares los operadores E +A y Е — А el núcleo de 
sado, uno de, silos debo coincidir. con |а imagen del operador А. Pero para el 
vector no nulo = la obsorvencia simultánea de las igualdades —Az = z y Az = 


dim X; no, si dim Y > dim X. El caso de 


ме. 
8 —12 0 
e e м-| =s ol. 
2 30 
6002 
00 =r 
542 авео 0], ЫЕНЕН! 
1 6 5-2 
-2 
saa. ape] Al 
е 


5.4.4. АВ=(—15 97 78 —112). 


5.4.5. AB= 


20m 


58| 
sam хере. 


7 


producto, (АВ) C demanda mp (a + 3) mmltiplicaciones; el 
ciones. 


multiplicada м ado - : y Ena л = 
A }а 1-б та fila анир. 


cada por аң. <- a араа, бл, >= + а ү respectivamente 

Para multiplicar a Ta derocha: a) а Їз t-ésima columna de А se lo suma cada 
una de las colurpnas siguientes, multiplicada por el número ам, k = (+, 
е ел. b) a la (обаш columna de А se suma cada una de las demás columnas, 
multiplicada рог el número correspondiente аы, k + i. 


sam Bl. 


sas fa, al. 


ers кл) 
es son números de Fibonacci; су =, 
зем. pa 0 


amenat enn 


0 м 
5.4.32. [azar o 
Ма 
эрг 
хэт 
pora 
0 мэ 
мэл. 
эйр" 
хет 0 


para к= 2т 1. 
200 


5,4,39, Si Ja matriz dada so designa por А, entonces, para # = АА, cuando 

k< п, tenemi i= „Ра k; los demás elementos byy son 

iguales a cero. 

EUa A 34. Si la matriz dada se designa por, гирен, para B 
үнүн 

A e йн ы 


donde п es ol orden de la célula de Jordan. 
MOE 
T 
nè. Es necesario calentar solamente n elementos que delerminen 
atriz sire И 


И зата: 
ASE n (n ы si ар rie de la "representación de la matriz АВ con 
1a forma AD = (Ba) v, Bonde, lo P= pu + - - E nun- En este caso para 
шет б facen falta Л ш tiplicacions, para calculat el vector coluna 

para calcular (8х) v, multíplicaciones. 

5.4.62. Compongamos la matriz Ё a partir de un sistema cualquiera de 
columnas de base de A; compongamos las columaas de 8 a partir de los coefi- 
ciontes de descomposición de las columnas correspondientes de А por este sis- 
tema. 


кай. Бера. E |. с-| 1%]. 
ra 

sam. var semmi, p= | 3 al c= sd 
о 41 


5.4.01. Una matriz casi diagonal arbitraria con células diagonales de or- 
сп kgs kas +- s, kon Tespectivamento. 


5.4.75. Supongamos que $ 3 ate =0. 


al 


De aquí 


(È aut) xa=0. 


EN 


En virtud de la independencia lineal del sistema ey, + . ., 


Ў ашо, 
Aa 
de donde оцу = 0 para todos los t, f- 
A (64 
sa |. 
ssa | акаа 
52 [| аза cosa" 
ab 
[КУ 
¿o 
1-24. 
ПЕС 
sss БШ Н 
o 7-2 
[2 2-1 
зве 41 2-4 al 
-1 2 2 
ai 
557. [2 1 ol. 
љи 4 
a] 1-1- 
зза. 10-5 з 
ЕЕ ЖЕ. 
о 1 
is 1 0-1 4 
И E 
11 t 0 
-3 34 0 
y sf 2 о—2 о 
ssw 10 20-2 оу, 
o o 0-2 
52. 4 
sl y EE 
o o-u ә 


5.5.42. 


=b —< de 
а de 


1 
e |e ~a a » 


d cb a 


em obtenemos 


5.5.46. a) Sí. Ejemplo: el conjunto de matrices de la forma 


302 


12]. 


donde а эё 0; b) no, la ecuación Ат = B, donde A es une matriz singuli 
iz no Singular, es irresoluble. 


1 
+ o 
0 
5.5.23. lo 
Ы 0 
гм 
зва иаа 
(ETENE 
001. 
000... 
5.5.25. (1248... 291 
0124 
0012 р 
5.5.26. 1 o 0 0 Á 00 
= 4 o о le 
Ж эе т 0 00 
e7 әт. = 1 oof- 
5.5.27. 
5.5.28. 


1 
ima columnas cambian de 


5.5.30. En la motriz inversa: a) las 


ima 
lugares: Б) Ja Cósima columna зо multiplica por aen t/a; c) de la j-ésima 


fumna se resta la t-ésima columna multiplicada por el número а. 


3 
1 
Nil ara t $ 
-üni $ 
1 еи 


—ani 1 


35 1t= 1.0 
0 1-2 4 
a | 

1.04 

5.5.56. 5 10 —6 —4 

5—4—2 
CEEE. 
-6-3 2 t 


5.5.37. Бп los datos del problema la matriz A puede scr reducida а Ja 
forma ораг solamente por transformaciones elementales de la forma с). 
En este caso cada paso del método de Gauss puede ser interpretado como una 
multiplicación a la izquierda de la matriz corriente por la sucesión de matrices 
Lai o, Jo que es la mismo, por la matriz correspondiente Ny. Finalmente se 
обете 


мА = п, 
donde R es una matriz. triangular superior. De 
AAN MN, 

Toilas las matrices Ni" son matrices triangulares inferiores, cuyos elemen- 

tos de la diagonal principal son unidades; esto es también válido para Su pro- 


ducto. 
5 


40. Aplicando el método de Gauss reducimos А а una matriz triangu- 
lar superior cuyos elementos dela diagonal principal son unidades. Luego 
tamos le las filas precedentes los múltiplos convenientes de la última fila 
para annlar todos los elementos no diagonales de la última columna. Procede- 
talmente con la penúltima fita, etc- 

55.43. Si M son matrices de transformaciones elementales, que partici- 
pan en el procoso de reducción de A a la matriz unidad, entonces 

Mr. M,A =E, 


es decir, 
At My Му. 
M =t 1—4 0 


0-1 4-1 

13 

k y 

à 4 
5.5.45. Pa 4 

1-2 

TE 

o о 


5.5.50. Electuemos los cálculos en el orden siguiente: 1. Aiz. 2. pA- 
затея 4 ветр 5 ВИЗА, 6. BATIDA Sm (PA (y 


т. (А + M-i. En este caso hará falla efectuar 3a? + 2n +4 operaciones de 
muitiphcación y de división. 
555, 


Kaes 


ШЕ ШЕЕ 
Тае r 
Aqui ey: es el elemento (j, 0 de la matriz С = A~; гу es la t-ésima columna узу, 
la pésima fila de A-t. 

5.52. Nolomos: о = (yy, 
. En esto caso 


ча}, s= 047, r, es la última columna 


de A 


E A 


Torn 
5.5.53. Sen e el vector columna (del mismo orden que А), todos los cle- 


Tu «ТАЗ! 


antos del cual son iguales a la unidad. Supongamos que t = 
n este caso obtendremos 


зосон 305 


donde 5 es la suma de todos los elementos de А-1. 


5.5.54. 


танана, 


donde с 1 + hb 
5.5.60. |j £a —8 

o gk 

5.5.82. Calrulemos Az! en la división celular 


donde Р, д es la matriz cuadrada de orden н — 1. De la condición Ap Ai! = 
= E, Пете 


j Arta En 
Апети bm 0, 6) 
Pa-iPn-i Hagn. m 
Panrra- Hat 66) 

De (ф) resulta 
© 


Sustituyendo en (6) hallamos b: 


Ahøra (e) permite calcular ry -y 


206 


Pongamos la expresión de Р... obtenida de (a), 
Pra Ад, — Aitinn 


nl itini ta- Haga, 


on iy) 


эй; 
de donde > 


„ En este caso será necesario efectuar 3n* — 3n + 1 operaciones de 
ción y de división. 


1 00001 
o 1000 
-3 47100. 
55 40101 
-2 1001 
poa 2 2—1 


2 8-3 2—2 


5.5.69. | 14 8-0 +2 
-10 6 15 —9 

-35 20 56-32 

25 1540 2% 

5.5.80. Examinemos la igualdad 
4,8, = (End (a) 

como un sistema de ecuaciones respecto a Jos elementos de la matiz Bp. Este 


sistema es un sistema definido. 
Apliquemos al determinante de la matriz А el teorema de Laplace: 


&9)= 


Y (с), 


fta o in 
ИТЕ 


а 
IAL Ў ko 


Eo 


200 207 


Comparando las descomposiciones indicadas para todas las colecciones f,, fa, ... 
iip ip Y ku ke -n kp tales que [LA Lip MARE 
KEE. En Фе ve que los nimeros 

С) 
Я 


y 


son Ja solución del sistema (a). 
5.6.1. = el 
мат сова ||" 


562. ро тв 
, у 0 al 
Ba 0 


5.6.3. э} 
b 


5.6.4. 0) 


La matriz es de tipo nx(a-+ 1). 
b) 


La matriz es de tipo {n-+1)Xa. 

s a aT 
кш A 
1а unidad; los demás elementos son iguales a cero: b) los 


эв 


rincipal son iguales a 
limos л — r elementos 


jalen а la unidad; los demás elementos son ¡gu 
речей de que los primeros y 
a 1 y los demás, a (20). 


¿e la diagonal principal son 
күн male каше, cua l 
elementos de la diagonal principal son 


5.6.8. [510 7р ы jjs -203 
6 13—10 7—24 3) 
18—27 o оо 

5.6.9. a) b) AXBT; e) АХЕФЕХВТ. 


La permntarión de las matrices de base no cambia la matrix a); ln matriz b) 
se reemplaza por la BT X A; la matriz e) se reemplaza por la E X A + B7 X Е 
5.6.40. a) BT X A: Б) En XA + BTX Em 


5.6.14. Las últimas п — r columnas de la matriz son mulas, en tanto que 


las primeras r sop Jinealmente independientes- 
5.6.18. Se cambian de lugares: a) la i-ésima y la juécima filas; 1) la 4-ésima 


y la байла colomnas. 
A 


о 

Й 

BA= o 

o 

5021. a) вот b Ра х (0-07. 
56:22: En da b + Emp la matriz del operador Ga p es 


(Р-'АРух(0В0-7Т. 
y el operador Fap. la matriz 
(Р-\АРухХ En + Emx(QBQ > 
5.6.31. No; si B = Р-1АР, entonces 2 = (аР}-1А (аР) para todo número 


no nula a. 
5.6.38. Por ejemplo, para las matrices 


=, 2-09 


eS 01 00 
ав | ol ЫН 


5.6.40. No. Por ejemplo, para las matrices A y В dadas en la solución del 
problema 5.6.38, А? = 0, B? = B, aunque А y B son equivalentes. 

Si Ay. -n hn son valores propios del operador A, entonces: 

3. El operador А-1 tiene los valores propios 1h, .. n MA» 
El operador А — А,Е tiene los valores propios di — Ap -- 


B E ЬЕ! operador / (A) tiene Jos autovalores / б), .. РО) 
o. 

6.1.10. Serán propios los vectores colineales con a. El valor propio co- 
rrespondiente es cero. 

'5.1.11. Los vectores propios son polinomios de grado cero; el valor pro- 
pio correspondiente es cero. 

64.12. No posee autovectores. 

Enie а 1 vak 

715. La mairiz A = zy posce siempre el valor propio à = zu, + - - - 
р anpa. SV'el orden de la matriz es superior a апо схе lambin cl valor 
propio nulo. 

6.1.16. El valor propio no mulo es n, el autovector correspondiente es 
“1 1)”. Para los componentes de los vectores propios referentes al va- 
lor propio nulo se obtiene 1а ecuación 

“++... +a, = 0. 

6.1.17. Los vectores propios son los 

problem: 


ismos que los de la matriz J, del 
1.46. Los valores propios son: а + 5 (п — 1), а — b. 
В = T-AAT y х es el vector propio de la matriz A referente al 
yr propio 2, entonces 7-1: es el vector propio de la matriz В con el mismo 
valor "propio, 

6.£.22. a) Los valores os del operador de proyección son 1 у 0: en 
este caso L, ев un subespacio propio de А = 1; La es el subespacio propio para 
A = 0; b) los valores propios del operador de reflexión son 1 y —1; en este casn 
Ly es el subespacio propio para À = f; Ly es el subespacio propio para A = 1 

5:1.27. Un operador de estructura Simple vestitan el espacio en л Aireccio: 
тез linealmente independientes (n es la dimensión del espacio). 

En la base compuesta de los vectores propios la matriz de este operador ез 
una matriz diagonal. 

621.0) Pay: b) A (om + am) A + (anda — adi ©) W — 
— (ан F ам + взу) Ж + (anap + биаз, F аса анаа, — озн — 


к) Ar 
de orden k de la matriz 


Ж ЫН 


T Afi Ap s-e ha som aulovalores de la matriz А. 


no son semejantes. 


6212. т(4 


П 
зо 


2.15. Son valores propios las elementos diagonales аз... ада 
2.18. M1 — (2соза)А + l= O. 
HO 


6.2.24, A, = А, = 2. Son vectores propios todos los vectores columna bi- 
dimensionales no nulos. 
2. Los vectores propios son de la forma а (1 4 -+ 17, 


ħa = б. Los vectores propios para А = 3 son de la 
forma а (01 —4 6 son de la Torma а (3 4 —2)7, а 0. 

6.2.28. А = 0, = 3; da = б. Las vectores propios para A = 3 son de la 
Топта æ (—7 5 —6)" + В (6 —3 3)” (ж y Ё по son simultáneamente iguales 
A cero), para À = б зоп dela forma æ (1 1 —3)7, donde a че 0. 


hai 


6.2.20. 2, = А, = Ау = 0. Los vectores propios son de la forma o (1 1 0)7 4 
+ P 0 1 217, donde æ y В no son simultáneamente nulos. 

62.0. Ñ, = —3, M = —1, Aa = 1, Aa = 3. Los vectores propios para 
% = —3 son de la forma а (1 —3 3 —19%, para A= —1 son de la forma a = 


1—1 =t 1)", para à son de la forma а (1 1 —1 —1)7; para А = 3 
son de la Jorma æ (1 —33 —1)7, a æ 0. 

6.2.31. dy = Ay = 0, ly = A, = 2. Los vectores priopos para À = 0 son 
de la forma æ (0 1.00% À = 2 son de la forma (01017, 20. 

6.2.32. hy = hy = O, Ау = Ay = 2. Los autovectores para À = 0 son de la 
forma a (2—10 07-6 (300 —1)7, para 4=2 af -1007+ 
+ B10.0 1 O7, a y б пе son simultáneamente iguales a cero. 

623. М = А, = A = Ae Los vectores propios son de la forma 
a(i nA А ВОО 0). а y 8 no son simultáneamente iguales a cero, 

6.2.35. a) No pasce valores propios: b) M = 1 F 2i, М = f =. 


па умса Dret am 


6. аул, а= — 1,4, =5;b)A, = —1, Д = 5, 
5238: 90 No poses л propios; bi А 
(=i i 

6.2.42. En el caso complejo la suma de multiplicidades algebraicas de Jas 
valores propios del operador es igual a la dimensión del espacio. En el caso real 
esto puede ser то correcto. 


62 ji а о о 2 оо о 
оол т 0-2 о о 
o 6 уб - уб’. fo оуб о 
2-2 0 а o o о-у 
62.44. La matriz no tiene estructura simple. 
влло о s 1000] 
o 21 0 0100 
o-1o 20, оооу 
o 00 1 0002 


6.2.46. La matriz по Liene estructura simple. 


зи 


олат. оаа ч + оо o 
1-12 3 0-10 o 
1 14 sl» fo о2 о 
1 18 —27 o 00 з 
6.2.48. La matriz по tiene estructura simple. 


52. An — 4. 

2.53. Sea e un valor propio arbitrario de P, es decir, una raíz arbitraria 
de n-ésima potencia de la unidad. El autovector Correspondiente a £, con una 
exactitud hasta de carácter colinenl, tiene la forma (1 e e? .. er 

6.2.54. Según el 5.4.52 toda matriz circulante es un polinomio de la ma- 

del problema 6.2.52. La matriz circulante de orden » se caracleriza por 
п múmeros: =, da-i, Si se compone el polinomio f (t) = ag + ayt 4 
att +., a ai- entonces serán valores propios de la matriz circu- 
lante los números f(n, . : -, / (€p), donde су, - - -. €n son todas las raices Лс 
acésima potencia de fa unidad. 

6.2.55. Los vectores propios para A: 
AGUA... АИТ, a 0. 

6.2.57. Debe ser demostrado sólo el caso cuando As es el valor propin de А. 
Supongamos que su miiltiplicidad es igual a k. En este caso el rango de A — Ayi 
es igual a n — k (ila matriz tiene estructura simplet); ya que el polinomio ca- 
racterístico de la motriz A — A4£ posee una raíz múltipla de k igual a cern, el 
coeficiente de AX de este polinomio es diferente de cero, por consiguiente. entre 
Тоз menores principales de orden n — k existe un menor principal no lo 

6.2.59. (A — М)... (А — Am) 

6.3.5, A ех un operador escalar. 

6-3.11. La afirmación recíproca no es correcta. 

6.3.16. Los espacios invariantes no triviales son una recta con un vector 
director а (sobre la cual se induce el operador nulo) y un plano ortogonal л a. 
El operador indurido sobre este plano es un operador de rotación a 90° 

3.47. Los espacios Му, Ok < subespacio nulo. 

6.3.19. Escribiendo otra vez Ja condición Я = P-"4P en la forma PE 
= AP e igualando en la relación matricial obtenida las primeras columnas у 
mos que у, es el valor propio de А y la primera columna P es el vector propio 
que le corresponde. De aquí se deduce el procedimiento de construcción de la 
matriz de una transformación P: ballar un vector propio cualquiera de A y 
luego completarlo de un modo arbitrario hasta una matriz no singular. 

6.3.24. Elijamos Ja base del espacio en, . - .. en de modo que los primeros 


do. m) son de la forma 


vectores de esta base rp, constituyan una basè de L. En este caso la ma- 
triz del operador A cs de la forma 
Au An 
|". 


además, Ay, es la motriz del operador inducido A/L en la base е... ep, 
Supongamos que A, no tiene estructura simple y para cierto valor propio A 
de multiplicidad algebraica р de esta matriz, r, = ranig, > k — р. Supone 
zamos que A tiene la multiplicidad algebraica q como valor propio de Az; en 
@е caso ry зезд > (n — 0 — 9. De este modo А es el valor propio de 
Ae de multiplicidad p + 9, pero 


Tain, nHn > k mn (pda 


en contra de qe A. ез nna matriz de estructura simple. 
6.3.33. El subespacio invariante bidimensional está tendido soler las 
vectores а= (014)! e 7. 
6.3.36. La diagonal de lo matriz está compuesta de valores propios del 
operador. 
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ANTES] 1 00 
o 0-1 | | o sal. 
со o 1 14 
бз. 1204 ШЕТ; 
‚ [-— sol. 
o 0 2 1-21 


6.3.44. De acuerdo con los problemas 6.3.19 y 6.3.38 construyamos la 
matriz P que transforma А en la forma triangular en я — 1 etapas. En este coso 
en la primera ctopa tomemos como la primera calumna de la matriz de tran 
mación PU) el 'autovector común de las matrices A y B. Entonces, A 
= (POYAAPO y BO = (POJ-BP0) son de la forma 


#2 „| 
w= з 
ао A NL SN E 


se construye Пе modo que la primera columna Р, 
las matrices (conmntables) А, „ Y By. 5 
como el. produrta de POPO 
P-IBP son triangulares superiores. 

6.3.45. Para los operadores conmutables A y B existe una base del espacio 
en lo cval los matrices de ambos operadores son triangulares y de la misma 

6.3.48. Supongamos que la matriz А es semejante a la matriz triangular 
superior Л y la matriz B, a la matriz triangular superior 7. En este casn A X B 
es semejante a R X Т; esta última es también una matriz triangular superior, 
además, su diagonal principal está compuesta de todo tipo de productos Arp- 
De un modo análogo la matriz А X Е, + Em X В es semejante a la та” 
Iriangular superior R X En + Em ЖГ cuya diagonal principal está com- 
puesta de todo tipo posible"de sumas A; + piy- 

6.3.50. Elijamos una base del espacio ey, . 

én,» » Фу formen una base de L, y los vectores ex si, 
En este caso la matriz del operador A es casi diagonal 


n |" А 
о An 


además, ambas matrices РА y 


tal que los vectores 
fas Una base de Ly 


Partamos йе un modo correspondiente la matriz Be del operador-2: 


ы 


ре la condición 48, — Bede = 0 tenemos 


лав. — Вай = 0, 
AnBn — Bnn = 0. 
Ahora del 6.349 se deduce que B,,= 0, В, = 0. 
6.3.51. Si A es semejante a la matriz trigngular A, Ap es semejante a lu 
matriz triangular Лу, 
6.4.12. La base del subespacio principal para à = 0 es el vector (0 4 —1) 
La base del subespacio principal para A = 1 la forman los vectores (1 0 49 y 
01 оу. 


6.4.13. El valor propio único es = 
con el espacio aritmélico tridimension 
6.4.14. La hase del subespacio radical para A == 2 está compuesta de los 
vectores (2 —1 0 M7. (10 1 07, (2 0.0 1). La base del subespacio principal 
para A = —2 es el vector (0 1 0 0%. 
6.4.15. La base del subespacio principal para à = —1 está compuesta de 
los vectores (1 1 0 0)7, (0.01 1)”, La base del subespacio principal para 
compuesta de los vectores (3 1 0 0)7, (0 —2 3 4). 
b) Supongamos que el Índice del victor (4 — AE) z es k, k < ho 


El subespacio principal coincide 


En cste caso 
(A — KEMA E) з = 0 = (4 — NENA — HEN т. 
Por vso el vector no nulo (4 — {Е} es un vector propio рага el valor propio 
Ay dy зе 24. Jo que es imposible, porque los subespacio principales se interse- 
cin solamente por el vector nulo; 
©) de un mada análogo a b) mostraremos que para todo número а diferente 
de, el indice del vector (А — аЕ) z ев el mismo que el del vecto z. 
3-42. La célula de Jordan transpuesta de arden » para el número da. 
64.23. Lo base canónica está compuesta, por ejemplo, de los vectores 
«= (4 47%, e= (0 1)". La forma de Jordan es: 


чп 
454: 
6.4.24. ер (1 1 —1)7, 010 
A E] 
(0 0 207; 000 
u о0о o, 2100 
а=@ 1 y, 1—[%21° 
а= 0 1-0 o я 
e=0 0 0 0 жн 


64.26. e=(111t1 07, 
e= 210 07, 
з= 100 17, 

“ооо —y 


9427, 


6.4.28. 


EN 


бало. 


6.4.30. 


ON 


6.432. }а400...0 


0021... 00 


0000 


ч 

6.4.39. Los dos son iguales» СА)", donde n esla dimensión del es- 
pacio. 

бл. Si 


a, (4—hE nt -Hap AE гу 


entonces 
(AMEN (ayy. + app =0, 

de donde (ул que k < 9 А 
anto... Барр 
es decir, а... = ар = 0, 


Supongamos ahora qoe у = а, (A — Е, +... ар (A — Exp € 
Єх еп este coso 


о (авуч 
рог enneiguiente, 


пу (4— hE) аза авар) 


an +... Барр 0 


"6.4.42. Aplicando а los dos miembros de la igualdad 


A А8 pt o 
ya (AE I nH E т) (ALE) zp =0 2] 
el operador (A — МЕ}, obtendremos 
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(AKE (адау de арту) 0 
de donde a, =... = ар = 0. De un modo análogo, 

табот (A — MEJE? mostiemos que B, =- - 
6.4.44. La base canónica, por ejemplo: 


6.4.45. ey=( 0010107, 


o 
ог 00%, om 
wmo оо, Sjo o 
emt бо ол rs 
BAA eml 4 2 40007, 
eraio ES 
> 6 о тороо 
ө=( 1 0 оооот | о ос оор о 
e= 0 0 01207, 77) о о о ү oj” 
ast 0 0 01107 оов 0-1 4 
а 0 0 0100)7, 0.0.0.0 0-1 
0447. 4=000 04 OF, ADO 
ea=000 о о 0 020000 
a=000 -3 0 o. ,_[ooz100 
e=010 о о o, “=foooz0ol- 
э=@00 о 0-57 000021 


(001 о о фот id 


6.448, La forma do Jordan está compuesta de do células de Jonian de 
anden К eones a neo 0, La ме зда e. yor скар, LL, 


п 


ar 
ano 


П 
а-а 
те, и, ер, 


6.4.50. п = (т — mei) £+ 2 (mea — ту — me-a) f — 1) = р H 
+ (ps — Pi) (t — 1), La forma de Jordan está compuesta de р, células de orden 
¿y de pa р, células de orden t — 1. 
бїз. a= —2 07, 3 
a= 0 0 | 
а=0 1-0, ° 
6452. а=@14 47, 
оо 07, 
а=@ї 07, 
u=001 —ау7; 
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€4.53. e,m (24 00007. 


21.000 
578007, 0-2 1 a 0 
=(00001)7, л. o о—2 о of. 
«=(460007, * Ж 625 1 
«=(00010% с. 
т, 
жа ast 11 197 AA AR 
e=0 —10 0097 0-4 0 0 0 
emi 10 алй, J= о 0-4 1 0 
a=0 00-107, о о 0-1 0 
ъ=@ 00 01 * Ж А Орт 


6.4.55, La forma de Jordan está compuesta de dos células de Jordan refe- 
entes al número 0; mna de ellas ез de arden k- 1 у la otea es de епк. ba 
Fase canónica es 
7 1 Mes A П 
La Le a „4 
LG qe qe Ге талуу 
6.4.58. La forma de Jordan está compuesta de p, células de orden r, ру — 
— py inlas de orden 4— 1, en general, de pren sr рр, células de оса K 
Ери 
58; No, pues sería 


0 


mom =2>m9m= 


8459. e=2 2-2 a, 


1100 
а=б@ 1 otro 
e=00 0 0010 
a=(t0 0 0001 
SANO 60-311 a 
а=(—201 + о о 
э=( 100 A o 0 
e=l 100 озм 0 
а=( 100 „Ж. 
бл. 04 —12 Бер 
э=(6 0 003000 
e= 0 000100 
o o 000000 
з o 000001 
x 000000 
ала ,=(—202020)7. vikit 
‹ 0000207, 021000 
( 1000007, 002000 
а= 0003017, ““looozr0o 
а= 000100, 000020 
920 0100007 000002 
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6.453. e-(-22 Y -2 10 
a= 414—4, у 0-2 | 
e= 01 95 o оз 

6466 aet 1107, ИТ 
enorm E 
эз(-1227; 003 

04.65, e=(=4 —3 4, 11.0 
e= 2 2-9 J=j01 01. 
зъа=з( 1 0 0% ..-2 

64.68. ey 


а=@ 0-1 ota 


a 27, 110 
а 


e=0 1 0 „ый: 

6467. eael 3 3—3 —3)7, 21 o a 
«tio. F. _[°2 0 0 
в=(—3 3 3 37, oat g 
O 99: ке 

GASB emt 2 1 0 0% -t 4 00 
а=(-0 10 0 07. 1 о— 10 
а= 0 0 3-2 € 0-32 
Е de Ж БЕ 

CASI. ас(-2 —1 007, ото o 
з=(‹ 0-23, ‚оо о 0 
e= 0 0 10 10007 50 
„=00 0 09 se =} 

6470. a= —22 Y, зго ор 
a= ot 07, |030 o 
e=0 10 9% pos 0 

000 —2 


а=0 01 -0% 


СХ 


ula se reemplaza por una Sula transpvesto: los cêlulas 
en el orden inverso. 
12. En la forma de Jordan del operador А Jos elementos dinguvales 
й Б) Uy. -- o 10 
obtenida a partir de 
la forma de Jordan del operador 4 del modo siguiente: en cada célula referente 
з A за б reemplazar A por A3; cada célula de orden k referente a O reemplazar por 
Чез вз de orden, së e = 2, y por dos células de órdenes Ту 0 терме 
зк 211, 
. be Ta condición 4% = E se deduce que pueden ser autovalores del 
operador: solamente Jos números í y — 4. Verificando la igualdad J> = E 
para la lorma de Jordan Y del operador А hallamos que Y es una matriz dingn- 
їшї, ез аст, А es un operador de estructura simple. En este caso ambos mime- 
ros, 1 y =t, deben ser autovalores de A, pues de otro mode seria, A o 
bien A = E. Designando por L, y L, los subeepacios propios del operador A 


ив 


referentes a 1 y а — 1, respectivamente, obtendremos que А es un operador de 
reflexión en £, paralelamente n Ly. 

6.4.19. El defecto del operador A — AE puede ser delinido con aynda de 
la mairie 7 — 3E, donde 7 es a forma de Jordan del operador 4. Er 
саба célula J referente a A, pasa a la célula J — AE referente a 
eta último es igual a 1. Las demás células 7 — AYE son no singulares y por eso 
el defecto 7 — ko al número de células de Jordan J referentes а Ay. 


6482 01100 


nooo 


6.4.83. 


“ooo | 


6.4.84. 


oBooooo 
овозе | 


=== ooo 


5485. 120 


conos 
5 ооооо 


6.4.86. 144 балт. 


000011 000011 
000001 000001 


6.4.88, La forma de Jordan está compuesta de опа célula de orden a + 1 
referente al número 0. 

6.4.89. Las formas de Jordan de los dos operadores coinciden y están com- 
puestas de tres células de Jordan de orden 3 referentes al oúimeto 0. 

6.4.91. Entre las matrices A, Л, C no hay dos que stan semejantes. 

6.4.92. A y C son semejantes entre sí y no son semejantes a B. 

6.4.93. Я y В son semejantes entre si y по sun semejantes a С. 

6.4.95. Si А es en autovalor de A, distinto de 1 y de —1, entonces, I/A 
es igualmente un autovalor; además, a los dos se refiere el mismo número de 
célula: de Jordan de respectivos órdenes iguales. 

6.4.98. A cada valor propio de la forma de Jordan de la matriz le debe 
corresponder una sola célula de Jordan 

6-4.100. Escibamos la matriz casi diagonal de ойга mn en cuya diagonal 
же repite m veces Ia matriz Y. En este casn la forma de Jordan «le las matricos 
А ХОВ y AX E, + Em X И, respectivamente, se obitene del modo siguien- 


мә 


le: a) para cada valor propio X, de la matriz A no nulo inuttiplicamos los ele- 
ientos diagonales de la ¿-ésima célula 7 por Ay; pero si Ay == O recmplazaimos la 
cêla correspondiente de 7 por Ja matriz mula; h) п todos los elementos diago- 
nales de lo S-ésima cólula de J le sumamos 2. Para los operadores Gan Y Fans 
respectivamente, la forma de Jordan es la misma. 

6.4.101. Si а ез la raiz primitiva de a-ésima polencia de la unidad, r = WE, 
la forma de Jordan de A será Ja siguiente: 


ber 0 
ача 
[Н 


0 Lera 
7.4 8. Si A es una matriz diagonal tal que Ay = (ey, e), entonces 
„= AHA А, 


dende (А д* es la matriz conjugada de Ae. En particular, si las longitudes de ta- 
dos los vectores er son las mismas, entonces (4*)e = (4,)" 

7.1.7, Los elementos ayy de la matriz Ae del operador A deben verificar 
las igualdades 


аде, 10 


de un modo análogo los elementos al; de la matriz 47 del operador conjugado 
А* es válido: 
аре e) 
Por eso 
az 

7.4.8. Todo operador de un espacio unidimensional сз la multiplicación 
de cada vector del espacio por un mimero fijo (para +1 operador dado) а. Si el 
espacio es unitario, +1 operadar conjugado es la multiplicación por un número 


conjugado @. En un espacio euclideo unidimensional todo operador coincide 
cnn su conjugado, 
7.1.9. Rot 


а un ángulo a en el sentido opuesto. 


-4. 
охор ооо 
002, roo: 
0001 020 

—3 4 ap pt 

o =] o 
5 al 1-1 


aaa ро ао ы |, үү 
2 оа; Hs 04]: 
ы 21-а aa 
o sol 
ojo 2 o 
3 озн]. 
2 
0.40 
элаз.) jo 52 OP Mp3 22 
|; о al; E ¿sul 
o 1520 22 за 
‚ооо 
zool. 
050 


7.1.19. En el caso complejo бү = tr (470). 

74:20. Si ey 255 €n es una base ortonormalizada del espacio X, tomemos 
como vector / el vecior"euyas coordenadas en esta base son los números 
Tien: оа. TE 

7.1.23: A*es un operador de proyección sobre el plano z + y -+ z = 0 pa- 
salclamente al eje Or 

7.4.26. a) La base del múeleo cs 
son los polinomios t, 
la imagen son los pal 


34 — f: la base de la 
71532. 
que ел los 


y (A + B) т = Вт. Si х recorre Tp., Bz recorre T p, por lo que Тос TA sa- 
De m modo análoga escribiendo de nuevo la condición 4B* = 0 bajo la for- 
та BA* = 0 se deduce que Ta С Ta ep- 

De acuerda сол la segunda condición del problema y del problema 7.1.31 
la soma 7, ъв = Та + Tp es ortogonal, por eso 


Tasa = тА Бтв. 
De un modo análogo se puede mostrar que Т, pe = Тл, + Tpu de 


donde pasamdo, a los complementos ortogonales obtenemos la segunda afirma- 
ción del problema 
7130) 


-1.34.} FÌ subespacio nulo y las cápsulas lineales de les sistemas de 
momies AO ысул “ 
7.4.39. El subespacio buscado viene dado por la condición 
Y =. 
— 


36, El subespacio buscudn se da por la condición 
1 
ОУ 


A 


11D. эу, ив м 4/03, 0З, ба—зуу 
1/58 3—4). 


9 1Y2, узун, 


Ma 21001 зи 


Су An son los autovalores del operador А, los autovalores 


1. 
del pe rador_A* son y Ån- 

1.44, Sea k la dimensión de X,. En este caso, para todo vector z do К, 
es válido: (A — AE)Az = 0. Si y es wm vector arbitrario de КЎ, entonces 


0= (А — AE, y) = (т, (4* — HEN. 
Sobre el subespacio invariante Кё el operador 4* — TE es no singular. Por eso 
1a iguana obtenida significa que K, L 

7.1.45. La forma de Jordan del operador 4* se obtiene de la forma de 
Jordan de A reemplazando los elementos diagonales por números complojos 
conjugados. 

"1.46. La base canónica del operador de derivación consta, por ejemplo, 
de los polinomios 2, 2t, 1; la base canónica del operador conjugado se compone 
de les polinomios 18, 4/2, 1/2, 

7.1247. Supongamos que el orden dado de los valores propios es Ag Ags +++ 
Xin Y пше hace falta construir la forma de Schur superior. En este caso, 
como vector en tomemos el autovector normalizado del operador A* referente al 
valor propio A;,,. Examineros sobre el complemento ortogonal de en, que ser 
invariante respecto a A, el operador inducido A, y su operador conjugado Af. 
Tomemos como ca. el autovector normalizado de A? referente a Ty, _, luego 
examinamos el complemento ortogonal de la cápeula lineal de 103 vectores 
“лт Y en, ele. Se puede efectuar esta construcción en el «sentido inversos to- 
mando como c; el autovector normalizado de А referente a Эц; examinar el 
complemento ortogonal de e, invariante respecto a А*, etc- 

72.20. En un espacio euclideo la afirmación indicada no es válida. Se 
puede dar como un ejemplo contrario todo operadar que no pesee valores pro- 
pios y по es un operador normal. 

12.22. Si, es ай. һ 

7.2.29. No, sl todos los valores propios del operador son simples; sí, 
cuando por lo menos un valor es múltiplo, 

7.2.30. dy=141, 1¿=1—1. Componen la base, por ejeroplo, los vectores 


аро ast 7. 
13. м0, m3h, A= — 3t- Componen la bas, por ejemplo, los vec- 
toros Le 1 27, а= E 97, а= 
В > туз “© pe avi х 


х@а+м 2—6 7 
7232. 


=; 


=3—1. La base está compuesta de los vec- 
П 


qu о у ay 
1298 е2, dam —2, =, Ауе 20 Lo base сый compuesta de les 


т, 1 == т, 

мама а ор DO, аеро 0107. атор t T, 
umpi i e o. 

7.2.34. No. El operador de, derivación no es un operador de estructura 


simple. 
17.2.35. No, si а 0. Para а = 0 se obtiene un operador idéntico 


1.2.37. Si х = (ар, ту, = (Bi, Ba, Ё.) son vectores arbitrarios de 
Mt, el producto escalar ESA 
@ #} = айз + аб, + о + а, + 2а, + 2,5 + 
+ вй, + 2,5, + Зоор 


32 


=> 0 0), 


1 
vi 


7242. Por ejemplo, 


dai y" А 


7.2.4, Sean distintos en mádolo todos los valores propios del operador 
4212, 1>121> уу > lAn |, Y мга en > - -« е 1а base ortonormalizada de 
Autovectores correspondiente. Là matriz del operador AB en esta base es normal 
© igual al producto de las matrices Ae y Ве. igualando (conforme al 7.2.12) las 
sumas de cundrados de los módulos de los elementos de la primera fila y de la 
primera columna de la matriz А,В, obtenemos 


1,1 (124 18,2184. + ln 19 = 
= Ml? Jont? ЯЕ 
Puesta que Be es también mma matriz normal, entonces, 


ton EPE E od ban D 
Estas атаа ея son posibles A эп mismo tiempo solamente cuando 


ha 


De un modo análogo se mnestra que las otros elementos fuera de la diagonal de 
la matriz B son iguales а сего. De este modo Be es una matriz diagonal y, por 
jente, los operadores A y В son conmulables. 

'Razonando del mismo modo que en la demostración del proble- 
ma 7.2 44, mostremos que en una base ortonormal de autovectores del operador 
A (si ésto comple el planteamiento del problema) la matriz del operador В es 
casi diagonal, además, sus células diagonales de orden >1 corresponden a los 
antovalores múltiplos del operador A. De esto se infiere que as matrices de los 
operadores san conmutables 

- 7.2.41. Todo vector para el cual se alcanza este máximo es yn vector pro- 
pio del operador A, referente al valor propio máxime en módulo. 

2.40. No. Por ejemplo, para el operador unitario 1 1а relación 1 Uz W 
Г} Los igual a uno para cualquier vector z по nulo. 

0.24. Тоз operadores de multpitcación por wn 
en тёш». 

7.3.6. No. El operador A es sisgular. 

7.3.5. а) Sí; b) no. 

10. No, si el operador no es idéntico. 
3.42, a) Èl subespacio propio para À = Í coincide con el conjunto de to- 
los polinomios pares; el subespacio propio para à= —{ coincide con el 
conjunto de todos los polinomios impares; с) subespacio propio para A = 1 está 
tendido sohre el sistema de polinomios ("+ 1, 17-2-+ 4, .. «i el subespacio 
propio para à = —1 está tendido sobre los polinomios 1 — 1, M-i = t 
Si я <= 2k— 1, los dos subespacios son de dimensión k; pero si n = 2k, la di- 
mensión del primer subespacio es k + 1 y del segundo, k. 

7.3.13. El producto escalar de los polinomios f (1) = a + ан + af? y 

++ ht + ha puede ser calculado}mediante la fórmula 


й, © = Baghy — Зац, — loha 
— 2a,ħ, + Zah + о, 
— Zaha + ayb; + 25, 


Bj y = O. 


ero imal a In unidad 


el 


К зз 


7.3.16. 9.= 


2 
3 
1 
з 
2 
з 


E 


este operador scrá ortogonal. 


73.18. 8 
7.3.21. Sean А el operador dado y еу... ., еп, una base ortonormalizada 
arbitraria, Según los datos, los vectores Aes, .. .. Aen son ortogooales de dos 
en dos. Mostremos que ellos son de misma longitud. Si, por ejemplo, a, = 
= | Ае | ж® ау = | Ае, |. los vectores e, + e, у €, — ez 3an ortogonales y los 
vectores A (er + es) y A (а — а) по lo son: 


(А (е4 


Por eso | Ae, | = а para todas los t= 1,. лу en este caso А = at, don- 

de (7 ез wn operador unit ue transforma los vectores e, en vectores (170) Аг. 
73.34. La permutación de las filas y las columnas de 1a matriz on el “ones 

inverso es una transformación unitariamente semejante. 

13.31. Чу — = (фа — ЧЫ) + 2л. 

8: ч = — у= ыша, 


дааа, Ar) (de. Адаја 


ы 
0 
У Тее Тані? ` 
7.3.40. Multipliquemos a la izquierda la matriz dada А por la sucesión 
de matrices unitarias elementales Tys, Т... Т, Tag -n Tain раа 
gondes. La matriz "iriangular 


mp 


anular sucesivamente todos los elementos" ul 
Superior obtenida es uno de los factores de la descomposición buscada, mientras 
que el otro es cl producto ТАГЫ та 
7.3.44. La longitud del Vector i debe ser igual a la unidad. 
14б, Los autovalores son iguales a 3 y a —1. En esto caso À = —1 es 
un autovalor simple у los autovectores que le corresponden son colinealos con 
т. Log, vectores propios para A = T (у el vecos slo) Torman el complemento o 
Logona Че ит 
ЖРА? El determinante es igual a —! 


a y жуе 
эзе в (8а 2)”. 
7.3.50. El producto Mz debe ser calculado mediante la fórmula: 


Hz= z — 2 (x, me 
El producto escalar (z, w) se calcula según (714). 

1:33], а тр А0, donde и] = аа, 295, paca lo demás 
la clección de k es arbitra 


7.3.52, Elijamos según la matriz А de arden n dada, en virtud del 7.3.51, 
a matriz 1, de tal modo que A, = 17,4 sea de la forma: 


x “+, > А | 


Š ез la submatriz de orden n — 1. Construyamos abora la matriz Iy: 


10... 0 
о № |, 


га 


эю 


donde 1, cs la matriz de reflexión de orden n — £ elegida de tal modo que lo- 


dos los elementos subdiagonales de la primera columna de la matriz /7,, 
iguales a cero. En ese caso las primeras dos columnas de la matriz Haly 
eiden con las columnas de la matriz triangular. Siguiendo 


sean 
coin- 
después de n — T 


ns se obtiene una matriz triangular superior. 

El factor unitario de la descomposición buscada es el producto ЯП, 
гага 

7.3.54. Si йозідпашаз por a, el vector columna de (ааз... ал)", en- 


touces como 0 hay que tomar la matriz de tipa 


е. °] 
ей і" 
donde 71 es la matriz de reflexión que hace pasar 2, а un vector colineal con la 
columna nnitaria еу de orden n — 1. En este casn la misma # será también una 
matriz, de. reflexión 
7.3.55, Para todo operador existe ma base artanermalizada del espacio en 
la emal la marria регин (inferior) de rale operador ее ensi triangular, 
7.4.7. En el caso complejo éstos son operadores de multiplicación por un 


TAM. Si. 
1:79 
ЕЗ" s п 


TALA И = 0. 

7.4.34. Sea L ун subespacio arbitrario de dimensión к. Junto con La 
examivemos la cápsula lineal М» -а „у de los vectores е, «у, - - » єл. La in~ 
tersección de Za у Ма-у + es рог lo menos unidimensional; sea гу el vector no 
mulo de esta intersección" Entonces, según (74.3), 


por eso 


y resulta que 


La cápsula lincal de dimensión + de los vectores ез... е muestra que la 
igualdad en la relación (7.4.4) se logra 

La relación (74.5) зе demuestra análogamento. 

7.1.35. Sin limitar la generalidad se puede suponer que la submatriz 
Hp -y se encuentra en la primera fila y la primera columna de la matriz I7. Sea 
Box «> n {һә чпа base ortonormalizada de los autovectores de la matriz Jn- 
prlativas Eh, + <> И, respectivamente, donde ly > н, >... жн Co 
(arme э (7.43) 


y Шал. 0 
A e е 
vesi, 


doule Ty está tendido sobre fr, . fas en tanto que Й, д 10 está sobre 
Ты -> fami Ahora asiguemos a cada Columna y de dimensión (n — 4) un 
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vector columna z de dimensión n tal que 


(5)- 


En este caso 


(Н. Y) _ Шз 
б.з) e) 


para los vectores correspondientes y y z- А Jos subespacios JT, a y Fa lesco- 
responderán en el espacio de dimensión п М» а y Ma de la misma dimensión. 
Por eso, deliteorema de Courant-Fisher se desprende que 


мав 


7.4.36. Un valor propio positivo y un valor propio negativo. 

7.4.40. Para todo operador hermitiano existe ma base ortanormalizada del 
espacio en la cual la matriz de este operador es tridiagonal. 

FAR 0) = 1, h б} = А р 0) == 3л — 1, fa O) = 3л — 20, 1 (А 
=D fa @у == 434 Зд. 

7.4.44. ев[їсетїоя la inducción de acuerdo con el número de polinmios 
en e] sistema fa A), б), da 0). Sen k = 1. En este caso (1) es superior 
о inferior a cern según que el nümero p sea mayor 0.menor que la raiz úmica + 
del polinomio /, (4). En el primer caso la sucesión 

ЫА 
no admite el cambio de signos y en el último caso ln admite. 
Supongamos que l ación está demostrada para todos los k © r. Los 


valores de los polinomios /, (4) y fr 1 0) en el punto u pueden ser calculados 
mediante las fórmulas: 


2 


М м 
"а= | | A, 00 |] agt. 
Ja 


De aquí se ve que cl signo de cada uno de los números f, (50, f» a, (к) se define 
or сі número de paréntesis negativos del producto correspondiente. Б número 
e raices del polinomio f- +1 A): situadas ela derecha del punto и, es igual o es 

en uno más grande que el número de raices del polinomio /,(h) (véase el 7-3-3.) 

En el primer caso el signo de /, +, (4) coincide con el signo de f» (д) y 1л su 


La (do А йд, +. Le б, Lo 9 
admite el mismo nimero de cambios de signos que la sucesión 


La 00, hh <<» $e 60- 


En el segundo caso los signos de / +; (р) Y f, (p) son opuestos y la primera su- 
cesión tiene un cambio de signos més que la segunda. 

1.4.55. Del mismo modo que en el 7.4.44 efectuemos la demostración por 
medio de la inducción. Sea primeramente k = 1. Si p = 259, al valor nulo de 
f (n) se lezatribuye el mismo signo que a fẹ (д) = 1 y la sucesión 


А Lo 09, fa 00 
no admite cambio de signos. 
Supongamos abora que ln afirmación está establecida para todos los k <fr. 
Si p no es una тайт de los polinomios /, (А) y f, s (3), cì paso por inducción se 
hace del mismo mado que en la demostración Jel 7.444. Exambuemos las dos 
posibilidades que nos quedas 
a) е ла гыз del polinomio fs 0). Según el 74.43, М en oste caso el ni- 
mero de raices del polinomio fe s, (R$, situadas a la derecho de ju es en uno más 
grande que el número de raíces del /, (2). Los números de {r+ (19 Y /,-3 (0) 


за 


tienen signos opuestos y la sncesión 
lo (0, А Ф), Fea н}, fe D, dra 60) 

tiene тп ambio de signos más que la sucesión 
Ha (ds fa (s е Реа (и), He 00 


b) p es una raíz del polinomio /, 4, 0). En este caso, de acuerdo con nuestra 
regla de atribución del signo al valor nulo, las dos sucesiones mencionadas tienen 
un mismo número de cambios de signos. Al mismo tiempo, ambos polinomios 
1r 03 Y Jrs 09 tienen un mismo número de raíces situadas а la derecha de р. 

7.4.46. Designemos por 5 (2) el número de cambios de signos de la suce- 
п numérica 


lado h le da O 
ula condición: S (a) > k, $ (9) < k. Adoptemos que e = TEË y com- 


mos la sucesión 


м 


төз 


OS 
Si $ (el > k, entoners, Ay se encuentra en el intervalo (с, 0). Pero si 5 (0) < k, 
sen dy = r, Sea dy se encuentra en el intervalo (a, e). 

7.449. La aproximación buscada de M es 27/16. 

7.4.52. b) Toda matriz simétrica real es ortogonalmente semejante a w 
matriz diagonal. 

тз. Мо. 

7.5.20. Sean A nn valor propio cualquiera de la matriz А y z, el vector 
propio correspondiente. En este caso 


о> (Cr, зї = (А*В=, 7) + (BAz, 2) 


(82, Az) + (Az, Рз) = 
TEN (Bz, т) = 2ReA-(Uz, т), 


де donde Red <0. Ahora para ja matriz A la unicidad de la solución de la 
ccuación de Liapunóv se deduce del 6.3.49. 

152 И = 0. 
єз. 22б. La afirmación del problema se deduce de los problems 7.4.19 y 
ma 72A. La afirmación del problema se deduce de los problemas 7.4.20 y 

зая 

7.5.30. La matriz S es el producto de Schur de las matrices definidas po- 
sitivos M y НТ. 

7.5.36. La mecesidad de la condición se deduce del problema 7.5.9. Su- 
pongamos ahora que para la matriz Æ la condición del criterio de Sylvester 
Está cumplido. Demostremos por inducción que la submatriz principal directo- 
ra Ha es definida positiva. 

Tara k= 1 esto es evidente. Luego si Ia es definida positiva, los valores 
propios m, > . -> нь de esta submatriz son positivos. Del 7.4.35 se deduce 
hnel entre [re valores propios Ay > =- >> da > Aan de la submairiz Maa 
Jar lo menes Ar >... dy son positivos. Pero en virtud de la condición Web 
ны. > Oda es positivo; de modo, que Ну cs una matriz definida 


39. La matriz по es no negati 
7.5.40. La matriz no es no negativa. 
А1. La matriz es definida positiva. 

42. Para todo e >0 la matriz Н + £E verifica la condición (7.5.2), 
пог eso H es por lo menos no negativa. Sin embargo el determinante de la ma- 
triz 07 es positivo, lo que se puede mostrar calculándolo mediante las fórmulas 
recurrentes qe enlazan los menores principales situados cn las últimas fila y 
columna de la matriz. Por eso JF сз дейшз positiva. 

7.5.43. La matriz es no negativa. 
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cs no negativa 
3 zil -a 
|: 


тзлт. үза 
п! . 


114 
aiii 

—4 2 44 
Fjar 


7.5.53. De H > S se deduce SAANS- > E, donde 5-20 = (SUYA, En 
este caso de acuerdo con el 7.3.33 54-а E o bien 1-1 £ 5- 

1.5.50. Sea z el vector propio normalizado del operador 4/3, referente al 
valor propio yy. Tenemos 


т = (Sz, 2) = (S2, Л) < 1521) 21 < a 


En el último paso hemos utilizado Ja relación (7.4.2). 

7.5.61. a) De H= S+ 1K se deduce: (5-10 = 5-1Н — E. Como los 
autovalores de la matriz $-/ son positivos, los autovalores de la matriz iS-1X 
зоп reales y superiores a — 1. Advirtamos que 5-1 es semejante a la matriz 
antisimétrica 5185-10, por eso sus valores propios se sitúan simétricamente 
respecto al cero. De esto se sigue que los valores propios de ¿S-1£ son inferio- 
resa f; 

b) para la demostración es suficiente verificar que det (S-14) < 1, De 
a) se deduce que los valores propios de la matriz 5-2/7 se encuentran en el in- 
tervalo (0, 2), simétricamente respecto a su centro. El producto de cada par si- 
mótrico de autovalores í + z, 1 — x по sobrepasa la unidad; de esto se infiere 
la igualdad necesaria. En el caso det S = det X, la matriz $-1Л es igual a la 
matriz unidad; 

Sade 2) зе desprende que | det (S-14) | < 4, de donde det K < det S, 

7.6.6. Si ay, . .... а, зоп múmeros singulares del operador A, entonces а) Д 
tiene los mismos números singulares; b) Jos números singulares de А Son 
Lala + Гаа 

7.8.5. Los пошегоз singulares de A-1 son inversos de los números singu- 
lares de A. 


7.6.8. n, ni, 2, 1, 0. 
159.245, у, о. 


7.6.42. Las columnas de U forman el sistema artonormolizado de vectores 
propios de la matriz 44*; las columnas de V* forman el sistema orlonormali- 
тайо de vectores propios de la matriz A*A. 


7.6.16, в) АЎ = ТАЙ; b) А* = V*AU®; с) A-t = (PUI*PAD (UP), 
donde Р ез la matriz de permutaciones siguientes 
0 1 
1 
га К 
1 0 


з 


7.5.39. El único número singular no nulo es 


(3 5 а)". 


7.6.28. Estas estimaciones se obtienen del 7.6.23, si como = se adoptan 
los vectores columna unidad. 

7.0,31. Sin limitar la generatidad se considera que А se halla en las pri- 
meras {йа y columna de A, puesto que se puede obtenerlo conmutando las filas 
y columnas que no cambian evidentemente los números singulares. Sea А una 
matriz de la forma celular siguiente: 


En este caso la matriz Р = ÁA* + ВВ" es la submatriz principal de A4* y 
sus valores propios indicados en cl orden decreciente no sobrepasan los auto- 
valores hombnimos de ЛА". Como BB* es una matriz no negativa, 2 sn ver 
los valores propios de 4А" no sobrepasan los autovalores homónimos de F. 
De esto se deduce ta afirmación necesaria. 

7.6.34. Sea LR un subespacio de X tel que 


eq JADE 


Presto que 


entonces 


E áx mía ДВЕ 
а E Taaha: 
«ц =, 


Si en el subespacio LA” existe un vector по nulo z tal que 2: 0, entonces 
% = 0 y la desigualdad оу < др es evidente. Ачат que en este caso 
Ba = 0 igualmente, porque Б cuarta desigualdad se cumple también.) En el 
caso contrario el subespacio В es de dimensión д y todos los vectores no nulos 
de ZA verifican las relaciones 


Јав! IAB 1821 < g, 14 (89 
ml 11 Tel a ака 
de donde 
а < LIC ых min El pra 
zeo 1821 ра izl 
zek Er 
e un modo análogo se demuestran las otras dos desigualdades. 
7.6.30. Todos los tipos posibles de productos афу £= 1, ..„ n, J = 


Mt td 
7.6.38. a, = 3, m, = 2, ag 
Ae e e 


22-01 


48. Л = (АЗАА. 
De la descomposición polar A = HU se deduce: AA* = IM, 
A*A = U*H'U. Sea А*Аер = U*IPU Em айе. En este caso H? (Ue) = 
= al (Ue), lo que bacia falta demostrar. 

7.6.53: Jh, = (А* Аун 
7.6.54. Si II y U son commutables, entonces A*A = ЛА* = H? y el 
operador A es normal. Supongamos, inversamente, que А es un operador nor- 
mal, es decir, A*A = АА* y que e, -.., € сз una base ortonormalizada de 
vectores propios del operador AA*. Ya que 44* = H3, los mismos vectores 
з ++ fn Serán también autovectores para cl operador /7, por eso 


(UM) e = U (He) = Uen E= 1, ooy me (a) 


Por otro lodo, del 7.6.49 resulta que 
деа і 
(O) e = H (Ue) = «йг, i= 1, 
э (2) y (В) muestran que UH = HU. 


2.6.56. И = —5, U= —E. 
7.6.57. Si se examina la matriz del operador de derivación еп la base f, 


o bien 


® 


t, t.. y £%, en esta misma base сі lor ЇЇ posee una matriz diagonal con 
elementos diagonales 1, 2, 3, » . -, л, O y el operador U, la matriz 
010...0 
001.0 
ооо... 
+100...0 


Por esto mismo U es bien uu operador de permutación ciclica: 1 — (п, £ -> 1, 


Pa D e PA, шп operador de permutación cíclica con roflexión 
ЦЕ А 

1656. Ap = ьп. 

7.6.59, А”х B = х K) (U X V). 


5 —5 1 143 —4 
зат] 2 5] 4. 


3100 

VD 1300 
a EEN al 2i E 
0013 2-21 1 
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A = PAP-~, donde A es una matriz diagonal, y P = KU, 
polar de la 'matriz P. En este caso 


A = КОЛИЧКА = (КОЛИ? К) (КУ. 


Adoptando Н = KUAU*K, 5 = (K-W so obtiene la representa 
7.6.64. Ses А = UAV la descomposición singular de |, 
este caso 


ión necesaria. 
atriz A. En 


tr (AP) = lr (UA FI) = tr (AVIVO) = tr (AZ), 


donde Z=VIVU y recorre con 1Y todo el conjunto de matrices unitarias, Es 
evidente que 


LAZ) I at + an 
La igualdad se obtiene aquí. por ejemplo, para Z = E. es decir, W = эй". 


7.1. Para n= í obtenemos la anotación usual 3 =« +16 del vúmero 
complejo +. 


12. A = 0. 
TTS. а) А = Bi b) А* = B- 

т. A SO, 

77:9; А* = и ш, 

7.7.20, La igualdad 1 det A | = det Н, tiene Jugar si, y sólo si, A = M, 
1123. 5 =L 1440, к- и — 4°). 


7.7.25. А es та operador antisimótrico. 

7.84.5 apens al polinomio g {9 bajo la forma £ (0 = 
+ anaf, dondo ges н 3 { 
nes de la ecuación А? == р son imágenes recíprocas del polinomio ga, (8, es 
decir, todos зоп sus primitivos. La sendosolución normal es una priuiliva con 
el término independiente igual a cero. 

7.8.5. Si el. plano de seudosoluciones de la ecuación Az = b зе escribe, 
bajn Ya Torma x= гу + Ma, donde ze es una seudosolución normal, entonces 
para a), M). c) Jos planos correspondientes son: a) z = зу + Mai b) z = ar + 
HNA ©) z= n H Na 

7.8.6. Son la seudasalución permal de la ecuación A b. En esto 
елп a) za es la 2cudosolución normal de la ecuación Vx = Uh: b) Vez es da 
seudasalución normal de la ccnación А Vz = Ё. 

"8.7. Sea r el rango del mpermlor А y supongamos que los autovectoros 
em +=: e Corresponden a las valores propios na nulos 2y, . -, Ay. Si 


baarit -Haer Hartert -Hanen 


las soudosoluciones de la ecuación Az = b son vectores de la forma 


2 Ar 
tt td -HBren 


donde Press >= <+ Pa son números arbitrarios. La sewdosolución normal es: 


w ESI 


1 т. 
1343. y= (5 07. 


1844. zo 


1 т. 
кезт. 
зма аа 00. 


7.816. =- (1 0 7. 


7.8.17. z= (1 1 07. 


raid н) 


7.9.49. El opeendor mlo de Y en x. 

7821: Sobre el mubespacio, Му y el operador seudainvorso actúa como m 
operador de derivación. Los ронабыйоз de la forma аг" (олади el micos del 
АЛ. Sea В ru (А5). En esta caso В es una matriz de tipo п % Ы] 
БЕН жы зг bey e la Ба der Ho Y ds аи деро 200 Als 


-8.32. Los autovalores no nulos do los operadores A y A* son reciproca- 
mento inversos. 


(А Х)* == AX muestra. 
espacio Entonces 
ee núcleo. 


А 1 1 4 
pa io 5—4: 
AE SERIA ү” 
PENE үе АЕ: 
A CI ути 
WESE а= иа == 2.7 
mE аулар аери 


7.9.42. En la demostración apliquemos la inducción por el número n. 
h= 1 la afirmación es evidente. Supongamos que ésta es válida paca 
Y. Examinemos la forma de & + 1 incógnitas; san Apy зи matriz, An. 
submatriz principal directriz de orden %. Como Аке, у Ax Son matrices па 
singulares, entoncos. según el 7.4.35 Ans, poseo bien un valor propio positivo, 
bien un valor propio uegativo más que la matriz Дд. En el primer caso Das 
tiene el mismo signo que Dz y la sucesión 1, Бу, Das Das; tiene en una 
coincidencia de signos más que la sucesión 1, Da, -- с Da. En el segundo caso 
el signo de ууу es opuesto al signo de D y obtenemos un cambio de signo com- 
plomentario 

7.9.13. Como Da- 32 0, A = 0 es un valor propio simplo de la submatriz 
principal directriz Ау. Sea 1 el número de sus valores propios negativos. En 
este caso según el 7.4.35 el número de valores propios negativos de Аһ. €s ly 
de Apo са t- 4. Por eso кб», < б 

7.9.46. Cada опо de los índices de inercia es igual a 2. 

7.9.17. El Índice de inercia positivo es 1; el Índice di 
өз 

7.9.18. La forma es definida positiva 

7.9.19, La forma F se reduce a la forma F = у} + С, dondo С es la forma 
cuadrática, pero solamente de las variables ya, у. ya- 

7.9.21. Por ejemplo, y = 1, + zs + тә ya = 2 + Iy у= гу. 

7.9.22. Por ejemplo, у = тү + з, Ya = + ере 

7.9.23. Por ејотріо. yı = тү — 23 — 224, Ya tta pd + 


ercia negativo 


+ 250, ya = 4. 
21 3 0 
7.9.28. S=|0 2 11. 7.9.29. 5—10 2 —2 |. 
оо 1 o. 0.4 
1234 
0123 
заде. RA E 
0001 
1y2 
1y2 0 
7.9.32. S= а А 
0 1 v2 
1 
12345 
01234 
193. з= |00123). 
0001 2| 
п0001|| 


36. n extracciones de la raíz cuadrada. El número de operaciones de 
¡ón y de división se expresa por el polinomio de n cuyo término mayor 


7.9.37. La resolución del sistema Az = b se reduce a 19 solución de dos 
sistemas de ecuaciones triangulares: 57у = b y Sz = y. 


зза 


7.9.38. La solución sistemas triangulares necesila O (12) operacion 
nes de multiplicación y de división. Toniendo en cuenta el 7.9.36 vemos ane el 
método de la raíz cuadrada es aproximadamento dos veces más económica que 
el método de Gauss. 

7.9.43. 51 la numeración es adecuada Ayu = 1, {= 1, 
7.9.45, La forma F es definida positiva. La transformación de incógaitas 
акен o a 
TARA "=-ўрүз+урз—ур» э 


аа reduce la forma Р а la forma normal y la forma G, a la 


forma canónica 529-213. 
1.946. Las matrices de las formas F y G son conmutables. La transfor- 


Ў 1 1 
mación ortogonal de incóogitas иур ре q у= 

1 1 1 1 
=-уүн—ур Mg tg ret reducen la forma Р 
a la torma conónica 3yf—2}+6y3 y Ја forma б, a la forma canónica 
EA 


ҮЗ 


forma Р ез delinida negativa, La transtormeción de incógnitas 


4 2 2 
Fata de Ls, reduce 


la forma Р а la forma normal y la forma G, a la forma canónica (—5)1— 
арр 

7.9.48. La forma G os definida positiva, La transformación de incógnitas 
з = р рр = ж — ту a тз — ze a = лу reduce la forma G a la 
NA fa Torma салбай 


` A+: 
7.9.49. Las matrices de las formas F y G son conmutables. Las transfor- 
пасон ortogonles de incógilos meinti nhi ntin n= 


а-а 


СЕ. E А 1 
PATA ETA AA мера 
1 


y а reducen Ja forma Р а la forma canónica Sy}+y}—yj—si y la 


forma G, a la forma canónica УЧЬ Shut. 

7.10.3. El coeficiente 2" y el término independiente son iguales a det Z 
y (—4у* dot А, respectivamente. En el caso b) el par (2, A) posee su valor pro” 
pio igual а coro. 

5. Si y es el vector propio del par (PAQ, PBQ), entonces, т = Qy es 
el vector propio del par (А7 B). 

7.10.6: Todo autovector z del par (А, В) será también un aulovector de 
cada uno de los pares a) — o). Si A es el valor propio del par(A, 8), los valores 
propios correspondientes de los demás pares soran. a) p = A-1; b) и = as 
qa Еч y A cos p, D, оол ите (con q — в A sen P cos 

ANO н = у-у. 


; бу 
EEND. е ejemplo Шр 


001 100 
4=|0001. 2= ото). 
о 110 000 


Ambos determinantes det (A — AB) y dot (47 — 207) son iguales a cero idén- 
Vicamente según 


эм 


7.10.9, Las elementos diagonales de la matriz J son los autovalores del 
por (Л. M) 

7.10.30. En el caso general la afirmación no es correct 
matrices (4, B) y (8, А), donde 


10 00 
4 lool: з=] ү] 


son equivalentes. Sin embargo, los pares numéricos (1, 0) y (0, 1) по 10 son. 

7.10.11. El par de tipo (Е, N), donde № es la matriz de Jordan. 

7.10.12. Do acuerdo con el 7.10.11, el par (А, B) es equivalente al par 
(E, N), además, Y puedo ser considerada, sin acotar la generalidad, como una 
matriz de tipo NU) Ф №), МС) está compuesta de todas las células de 
Jordan referentes al número 0, y NU) es no singular. Soa E = £; Ф Una 
representación celular análoga de la matriz unidad Æ. En virtud del 7.10.9, 
el par (Ер, №) es equivalente al par (J0), Е) соп la matriz do Jordan 40. 
Por consiguiente, el par (А, B) es equivalente a la suma dirocia de 195 pares 
(400, Езу Y (Em. М). Esto es efectivamente la afirmación del problema. 

7.10.15. La matriz (zÄ Ñj- А es casi diagonal con células diagonales 
de dos tipos: faEs,—Ja; (D Ja) y (ау Er)". Supongamos que la 
célula del primer tipo es de la forma de un polinomio de J,, (ù) y será una 
matriz triangular superior de Toeplitz con el elemento diagonal ЫДа—) y 
el primer elemento supradiagonal no igual a cero. Una tal matriz es necesa- 
riamente wnicelular. Esto es también justo respecto ala célula (ау Си)". 
Porque (aMi Erim (Er Pay har, da 
propio de la última matriz es el número (— 0. 


Asi, los pares de 


. El valor 


tajo гоо 
7.10.17. 10 110], 2 |0 1|о 
бот 0010 
—1j00 100 
21038 Alo l. 20-1510. 
НЕ ЧЕ: 
0100 11010 
730.0, Zeh ofato lj, 2-0 0:10. 
ofol1 ololo 
_ |900) poro 
2.1020 Amo col, 2-20: , 
oor 000 
1 ojo оло 
2.1025 Zelo [0 |, 9 |оојо 
ooji 0010 


335 


primeros m colunas de la matriz Р. En esta caso después de pasar а Jae 
ces (А, B) de tipo de (7.10.7) en las células Ау. 1 
3 йш serán nulas. Pero еп esto caso el poli 
da. A) шө acero idénticamento Sexta A 

7.10.26. бото resultado de la no singularidad de la matriz Ø. días. 
im (AL + BL) = dia (В (AL Ч. BUI = dim (QA) Z E L]. De aquí 
(B-A) È є L, es decir, L es un subespacio mvariaote de la matris БОА Si 
Ja matriz A es'no singular, mostramos andlogamente que los espacios reduc iors 
(А, B) coinciden con los subespacios invariantes de la matriz А-У 

7.10.27; Mostromos que los subespacios A£ -+ PL y (A — 20) L4 BI 
tninciden. Efectivamente, а è € AL $ DL entonces : = As F dor hE L 
en esto caso z= (A — aB) z$ B (az + p) УТЕ (А — aB) Lt BI La in 
cinsión inversa se ¿demuestra análogamenie. 

7.10.33- La suficiencia de la condición es evidente. En este caso lu base de 
vectores i 
par (A; 


las filas do (o 4 чта. 
тө característico Че! par 


bn esie casa 
ДЕА БЕА TN 
por consiguiente, 
pr 
Según el 24.3, z — ye = (z — y) 


[ESTA 
2—06 


donde А> 0. De aquí A= 


en J 
8.1.33. Si ol número є indicado no existe, entonces existe una guensión 


es 


їз}, т» € Af Lal que | Р (za) 1 > k. Extraigamos do (xa) la aubsucesión fra 
que converge a un cierta ze E M- Entonces, de acuerdo con la continuar de la 
funcional, dobe observarse Ja relación: F (тъ) — F (20), lo gue contradice la 
hipótesis Р (rj) == оо. 

8.4.34, Adoplemos 


C= sup IF (2) 
зен 


el 8.4 33, el número С es finito. Si по hay > de A7, рага el cual no se al- 
cance esta frontera, la funcional 


1 
Cr 


debe ser continua sobre ЛГ y sus valores deben ser acotados, lo que contradice 
a ta delinición del número С. 


8135. спе máx n(s), сат máx m(2). 
mes nagi 
ЕХ En 


8.1.36. Izl zii < VFN z Mas 
Uzis g izh Sr hz ie 
йә йг & Valls Hie 
8.1.37. Adoplar с, igual al número singular mínimo y є, igual al número 
ЕС iz 


reducto escalar en X de modo que Ls y Гу sran 
Sean sa el punto Imito do А y {а} una sucesión Че vectores Ие V, 


que converge hacia zy. Si зк = so + ду. za € Mi ya € Ma улу ле + yp 08 
Ja decrompasición del vector s segun los subespacios L, y Ly. entonces 


б» — "= |» зо +1» yo D. 


Че йө xy, => e 0 yu => ye. En vista del carácter cercado de M, у Му tenemos 
Te € My yag Mas 19 EN 
8.1.43. La longitud del vector es dual a ella misma respecto al producto 
escalar que la engendra 

1.46. те (2) = [аң Таа... Гал 1. 
8.1.47, La desigualdad (8.1.4) para el par de norm: 
desigualdad de ае. 

8.1.49. Es suficiente examinar los vectores zo, paro los cuales m (29) = 1. 
Cada uno de estos vectores es un punto límite de la bola unidad de la norma 
тт (9, En los cursos de análisis convexo se demuestra que para todo punto li- 
mite zo de un conjunto convexo Af existo el llamado «biprrplano de apoyo» 
que зе да por la igualdad Re (=, y) = с (donde y es un vector fijo) y posee la 
propiedad de que Ro tzo. y) = с y Re (т. у) < e para dos demás z de М Aplt- 
cando este teorema al caso examinado construyamos para сї vector dado ya el 
hiperpiano de apoya Пе (r. y) = e El vector y que determina este iuperpibno. 
será precisamente el vector buscado. 

8.2.2. Sí, cuando el operador es no singular. No. si el operador es singnlar. 

8.2.3. En el caso de un operador singular la afirmación puede ser inico- 
recta Р 

8.2.5. Sen Лу = Af N Tas М, es cerrada siendo una intersección de con- 
juntos cerrados. Introduzcamós productos escalares en los espacios examinados. 
La imagen recíproca completa de Af (o, lo que es lo mismo. 41) es un conjunto 
de plenos =-+ Na, donde z recorre el conjunto A*M,. Puesto que el operador 
А* que se examina solamente sobre ТА es mo singular, AM, es un conjunto 
cerrado (véase! el 8.2.3). Ahore la afirmación necesario se deduce del 8141. 

8.2.19. a) La norma espectral de la matriz diagonal es igual al elemento 
diagonal máximo en módulo; b) la norma espectral de la matriz casi diagonal 
es igual a la norma espectral máxima de las células diagonales 

8247. ул. 

ЗОЛЯ MAN = ай... t ak 

8.2.23. La parte real (imaginaria) del número complejo ғ ез el punto del 
cie real (imaginario) más cercano a z 

8.2.24. Esta igualdad es análoga a Ja fórmula del módulo del nů 
complejo £ == 4 tv. 

8.2.25. Sea U una matriz unitaria arbitra 


II UN g= AU — буи — Шуу = т НЗ 4 — 2де и (HU). 
Según el 7.6.64. 


Mz ly y N z Hg es la 


En este caso 


Lir H < Re te (H0) < tr H 


además, la igualdad de la derecha se obtiene solamente cuando 0 = £ y de la 
izquierda, solamente cuando 07 Е 

„ En el caso cuando H es una matriz no negativa la afirmación sigue siendo- 
Уайз, sin embargo, las matrices unitarias más cercana y más alejada pueden 
ser definidas de manera ambigua. 

2,26. Para el número complejo no mulo z= p (cos p + tsen q) el nŭ 

mero r, = Cos q -+ £ sen q. es el punto más cercano y el nnmero ra = — (Cos p + 
+ i sen т) es el punto más alejado de la circunferencia unidad 


82.30. a) НА, = тах J) Тац: b) Пех $; 1а. Los valores 
Е = 
¿le las dos normas sobre la matriz diagonal D son iguales al módulo máximo de 
los elementos diagonales dye 
82.33. NA) = А (PAP-). 


зат 


82.35. SU кз 6. (Bio ВТ, entonces 


3 и). 


VA ебх Iar) ( 


8.2.38. Como toda matriz В de rango í puedo ser representada bajo la for- 
ps producto »y*. donde е y son vectores columna, utilizando (8.1.4) obten- 
demos 


LE (AB) “ом MARI pg 148. 01 
E Ме) дуду тт" < 
madmi) _ о, mias _ 

< яана т 
Segiin el 8.1.49, para el vector fijo z existe un vector y tal que 
1(4х, y) | = m (42) m” (y). 


MAA) = máx me(Aty)= máx máx |(A*y, у= 
y) 


ОП элй яшн 
= máx ёх (Ағ, = máx т (42) = М (4). 
а, ES SH 


Aqui utilizamos la afirmación del 5.150: (5) coincide con la norma dual de 
8.2.43. Supougamos qua la norma dada | A I concuerda con las normas 
vectoriales m (2) yn (x). Do los problemas 8.2.42 y 8.2.30 se deduce que I! A I 
también dehe estar subordinada в m (2) y я (2). de modo que 


. (a) 


(8) 


Supongamos que no existe una constante e tal que m (z) = en {т} para todo 

vector 7. Multiplicando una de las normas por un núraero conveniente (0 que, 

según el 8.2.32, no cambia la norma subordinada) se puede obtener que т (1) € 

S'n (e) para todo zi además, m (zs) = n (zs) para un cierto епот se, Puesto 

94е por fa suposición las normas m (s) y n (5 no coinciden existe un vector zy 

dal que in (7) < n (т). Se puede considerar que m (zo) = m (z) = 1. 
"De acuerdo Con el 8.1.49 existo un vector y tal que 


бы 0 = т (ы) те (у) = те (у). 


El vector y también puede ser normado por la condición т* (y) = 
vara la matriz А = цуе tenemos 


. Ahora- 


Ага = зубна = (2 у} а 
NA й т (5) те (у*) = 1 
Sin embargo, si para calcular A П utilizamos la representación ($) obtenemos 


nara М > m (=t. 
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Esta contradi 
males. 

8.2.45. 81 A Il también concuerda con la norma n (2) y А (4) es la norma 
subordinada correspondiente, entonces M (4) > N (4) sobre «1 conjunto de 
matrices do rango, L Aprovechando la representación (825) obtendremos que 
M (А) ea N (А) para toda A, de donde resulta (véase el 8.2.43) que las normas 
m (5) y n (8) son proporcionales. 

8.2.47. No. Por ejemplo, la norma 


muestra que las normas m (а) y n (z) deben sor proporcia- 


М (A) = máx ША llo NA 0) 


antisface la condición del problema, pero ella no puede ser subordinada porque 
concuerda con dos normas no proporcionales: П = Mh у 1 e- 


833. conda (4) > He, 


8.3.5. Del 7.6.33 se deduce que si II B ih < an, la matriz A +B es no 
singular. Construyamos ahora una matriz B tal que В lh = an y que 4 +2 
зеп nna matriz singular. Sea А = UAV una descomposición singular de la ma- 
triz A; como siempre, Àn > А 2... 2 han Y Ала = an. En esto caso la 


matriz B es de la forma B = ОЛУ, donde =... =. = 0, nn = 


= an 
8.3.9, Supongamos que la matriz А es singular y Az = 0 para un vector z 
mo nuin. Partamos el vector т conforme a la partición de la matriz A: 
za 
OH ze llo Ma la > > + Uza ЇЇ. En еме caso, do 


Supongamos que I z; i = 
„ы 5 


Aira 


ant Apra + 
Ашашы Eo F At 


зе obtiene 


à à 
pH Е БЕ п Ауу < 
E = 


Ja jas 
К. 

< (= "> а) йай <и. 
КЕ 


Esta contradicción muestra que A es no singular. 
Para m = 1 so obtiene el crilerio de domir 
8.3.10. La matriz A es no singular. 
8.2.12. 510 es una matriz diagonal compuesta de elementos diagonales de 

la matriz A, entonces 


ión diagonal según las filas. 


1+ 
i=a* 


1 
Suda (D) q < conde (4) < conde (0) 
8.3.13. Si se utilizan las desigualdades deducidas en el problema 8.3.12, 
ebtenemos 
0,9n < cond „ (А) < 1,25 n. 
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3.3.14. El valor máximo del número convenido se obtiene para Ja matriz 


Берегу 
рсе 
о о з... |. 
оо о 1 
tal que 
4 
2 
1 
0000 
0000 


Por eso cond a (Ma) = n2". 
3.3.15. Como | Аъ | = 1, los elementos de todas las matrices Ay están 
acotados en valor absoluto y, por consiguiente, también lo están todos Jos me- 
nores de orden п — { de estas matrices. Por eso el aumento del número conve- 
nido es posible solamento al tender det А, hacia cero. 
8348. Si 1А, 1> 11>- > Tàn 1, entonces 


coni (=P 


ПА 1+ lasal? 
8.3.24. condg (4) ПА 
A A Tenita anan] x 
8.3.29. cond, (4) = cond? (5). К 
són 3:30. Parasol sistema inicial de ovaciones сонй, (4) > 1000. La solu- 
ed 
8.3.31. Para la matriz A del sistema de ecuaciones inicial, utilizando las 
dados 7.6.28 so puede obtener la estimación: cond, (А) > 363. Рага 
el número convenido аи la segunda сспасібп del 
por 10 y la Lorcera, por 100, luego electuemos el cambio de variables: 
100:,. Se obtiene un sistema con matriz simétrica cuya 
Cor esp а solución 


del sistema inicial 


Ке 
43: 
del sistema inicial es: z= —t, y = 0. La solución del sistema perturbado es 


ү=!. 
8.3.34. cond æ (4) = 10 967. La solución del sistema ini 
у = 1. La solución dol sistema perturbado es: 2 = —12,9, y 


tucbación de la solución es: z? = 13,9, y —Y 
8.3.35. Por ejemplo, zı = 2, = 171,22, 
8.3.30. Гог ejowplo, z= 1, z3 = 13 = z = 
8.4.2. Por ejemplo, el circulo 1:1< V5 + VZ.. 

8.4.6. Esta desigualdad da el intervalo de localización de valores propios, 
a partir del cual se puedo aplicar el método do bisección. 

8.4.8. Supongamos que P-34,P = A, donde A es una matriz diagonal 
compuesta de los valores propios de la matriz А„ Como vorma buscada | A 1 
зо puede tomar cualquier norma do las | Р2ДР [~ (véase cl 

84.13. Supongamos que А = H) + Ufa es la deposición hermitiana 
y В = 17" AU, la forma de Sehue de la matriz A. En este caso, la descom- 


зю 


posición hecmitiana de la matriz B rs 


= ши + шли =Й кй, 


La diagonal principal de las matrices Jf, у W, porta los números а, ..., а, у 
a Ba» respectivamente, por eso У ой < П UGU HÈ = ПЕ 
2 


A + A* ПЁ y para los números fh, ..., Ba la fórmula os análogo, 


8.4.14. Respecta a las relaciones (8.4.3): la igualdad 4Y), ої = || A + 


= 
+ A* П significa (véase la solución del 8.4.13) que Ў, os una matriz diagonal. 
Como Ji = -7 (0 + В") y В ез una matriz triangular, y como los elementos 


fuera de la diagonal de Ñ, son nules, resulta que esto cs válido también para 
B. Por esa A cs una matriz normal. 

8.4.15. Para las matrices A de estructura simple. 

КАЛ: Según el 6.2.7 las matrices АВ y BA tienen los mismos autovalores 


Ms o An: Como АЁ es mua matriz normal, tenemos 


MAB =D) W- 


е 


Mostremos que |f DA Пе = || АВ ilz, de donde (en virtud do 8.4.14) se deduce 
que Ја matriz DA es normal. Efectivamento, 
ПВА NE = tr (BA (ВА)*) = te (BAA*B*) = tr (AA*B*B) = 
= tr (A*ABB*) = tr (ВАА) = tr (AB)? AB) = || AB E. 

Aqui ps sido previas la normalidad de las matrices A y В y la igualdad 
tr (XY) = и (YX). 

CLAN cl 7.6.64 hemos obtenido l presentación m +... + an = 
= máx Í tr (АЙЛ 1, dondo W ез una matriz unitaria arbitraria. Supongatnos 


que B = ОЗА esla forma de Schur de la matriz A. En este caso, tr (A W) = 
= tr (UBU*W) = tr (BU*WU). Calculemos We a partir de la relación 
U* W,U = D, donde D es la matriz unitaria diagonal tal que bydy = | by | = 
= 1% |. Para la matriz Wy (definida de manera no unívoca, si entre los nū- 
meren ds hay números mulos) tr (AW) = ГА, I+ е + Iàn de donde ro 
sulta Ja igualdad necesaria. 

8:41. La afirmación se deduce de los 8.2.13, 8.227 y 8.4.18. 

8.4.20. Si 


la=egl> У) lagh dt, o n, 
a 
ж 


la matriz sE — А es ита matriz disgonalimente dominante у, por consiguiente, 
es то singular Por eso z no puede ser valor propio de la matriz А. 
9-4.21. Este dominio consta de tres ciremlos 
12 — 1,231 < 0,07; 12 — 2,17 | < 0.04; | 2 — 3,051 < 0,06. 
8.4.23. Por ejemplo, un dominio compuesto de tres círculos: 
12 — h| £0,012; tm 1, 2, 3, donde M = 0,8: M =1, Mg = 25. 
8.4.24. Por ejemplo, un dominio compuesto de tres circulos: [z 
< 45е, 1 = 1, 2, 3, donde A, = —t, Ap = 0, Ay 
8.4.27. Por ejemplo, ñ, = —0,5, Ў, = —i, %,=0,5, Ў, = 4 
8.4.29. Por ejemplo, Ñ; = = —t, y= 1, = 3. 


зи 


8.4.32. Para in demostración de a) reemplacemos los elementos my. 05 
Y аж, аң рог ceras. La norma espectral de 1а matriz de perturbación түттүчрөл= 
diente es igual a le donde se deduce a) 

Para demostrar b) examinemos la matriz A com mia pertarbación de una 
matriz casi diagonal D con cálulas diagonalis 


too " [05 01 02 
Da=|o+ ol, | Day | о-о а 
001 10,3 02 o 2 


Bota la matriz de perturbación В = А — D II N НВ Ne = МА Por so 
el intervalo 
UN SAS UN tuy 


contiene por la menos tres valores propios de Ja matrw 4. Para mostrar que los 
hay exactamente tres demestremos que para N = 10 el intervalo (2) no so in- 
tersrca con otros intervalos del sistema | — 1; | £ 32У, г= 1. тд 
son autovalogos de D. 

Esto está claro para el intervalo | z —21<3/N < 0,3 Advirtamos aho 
que según el teorema de Gershgorin los valores propios As, A, А, de la matriz 
Das se encuentran en los intervalos 14,3: ОР 1-08: 03), 11,7; 2,31 Par 
«so para M >> 10 los intervalos | z — ày ЗА сй, F. 8 perma- 
ecen separados del intervalo (a). 

8.4.36. El vector r (z) z es la proyección del vector Аз sobre £ (> 

8:4.38. Como | z JE} Iz { = 1, tenemos pe = my l a | + н: Por 
otra parte, po = (47, 2) = A Га]? -+ (Az, 2). De aquí se deduce que 1% — 
снае а ELN 1< ee Puesto que | a| > УТ ea, 
se obtiene la estimación necesaria 

8.4.39. n) Por ejemplo, Ў, = 1, Ў, = 
Лота пяна гов. 

8.4.42. a) Si Z = X- y zy es la гч 
БЫР үст propio Че da me [эхо a su autovalor 7. Es 
caso de la igualdad matricial XZ = Æ se deduce que (тү. э) = 1 
= зү ly H we з. Ahora deduzcamos del 7.6.28: cond, (31 = AX Ma NADA > 
> аЬ и їз 1/11; 

b) elijemos los vectores гү talesque || zy la = ІТТ. Entonces, para 
las filas д de la matriz Х-Ё зе obtienetambién | г, la = ИТУ T. Por eso 


cmd (X) = F X lg X- lig = i X = Утул 
E 
3.444. Sin limitar la generalidad эл puede considerar que los vectores 7 
e y зоп normalizados. Sea C = 0* А la forma de Schur enperior de la matriz A 
elegida de modo que суу = 2,. Según 7.£.47 una (а! forma puede ser construida 
у como la primera columna de la matriz Q se puede tomar el vector z. Entonces 
Ж vector z = 05у será un autovector de С” у (ey. 2) = (00, Оу) = (7. Y) 
De este modo, el primer эры del vector z es igual а cero y la afirmació 
hecesaria se deduca del 8.4.43. 


8.4.45. La condición Сту = Зуу conduce а ect + Ciu = Ка o Mon 


Ta 3, Ж = 4; b) vectores co- 


з fila de la matriz Z, entonces 27 = 


AS 


(cr. + 


Ter? 


Er 


Do aquí se deduce la afirmación del problema. 


ÍNDICE DE MATERIAS 
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